
· 科研方法专题·

多重线性回归分析的核心内容与关键技术概述
胡良平

１，２*

（１．军事医学科学院生物医学统计学咨询中心，北京 １００８５０；

２．世界中医药学会联合会临床科研统计学专业委员会，北京 １０００２９
*通信作者：胡良平，Ｅ -ｍａｉｌ：ｌｐｈｕ８１２＠ｓｉｎａ．ｃｏｍ）

【摘要】 目的 本文目的是概述多重线性回归分析的核心内容与关键技术。 其核心内容有以下四点：第一，构建多重线
性回归模型的方法和求解参数的方法；第二，进行回归诊断的意义和方法；第三，筛选自变量的意义和方法；第四，评价模型拟
合效果的方法。 其关键技术是如何基于经典统计思想、贝叶斯统计思想和机器学习统计思想实现多重线性回归分析。
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１ 与多重线性回归分析有关的基本概念

１．１ 何为多重线性回归分析

  在生物医药学和临床研究中的很多场合下，需
要考察因变量如何依赖多因素变化而变化的规律，
例如文献［１ -２］都涉及到这种需求。 此时，所需要
的统计分析方法泛称为“多重回归分析”，当因变量
为“计量变量”时，常被称为“多重线性回归分析”。

多重线性回归分析就是要求算出相应模型中参

数的估计值，对回归方程和参数进行假设检验；在这
个过程中，还需要对自变量进行筛选和共线性诊断、
对观测点进行异常点诊断，基于构建的多重线性回
归模型并在给定的自变量取值条件下对因变量的取

值进行预测。 多重线性回归模型（对总体而言）与回
归方程（对样本而言）的表达式分别见式（１）和式（２）。

设用 Y代表因变量，X１ 、X２ 、⋯、Xm 分别代表 m
个自变量，则多重线性回归模型可以表示为：

Y＝β０ ＋β１X１ ＋β２X２ ＋⋯＋βmXm ＋ε （１）
式中β０ 为总体截距，β１、β２、⋯、βm 分别为各个

自变量所对应的总体偏回归系数，ε为随机误差，常
假定其服从正态分布。 偏回归系数βi（ i ＝１，２，⋯，
m）表示在其他自变量固定不变的情况下，Xi 每改变

一个测量单位时所引起的因变量 Y的平均改变量。
多重线性回归模型的样本回归方程可以表示为：

Y＾＝b０ ＋b１X１ ＋b２X２ ＋⋯＋bmXm （２）

这里 Y＾表示 Y 的估计值，b０、b１ 、b２ 、⋯、bm 为截
距和偏回归系数的样本值，它们是相应总体参数的
估计值。
在建立了回归方程以后，就可以对因变量与自

变量之间的线性依存关系进行定量分析，进而还可
以利用回归方程对因变量进行预测。

１．２ 如何在进行多重线性回归分析前估计样本含量

在进行试验研究或调查研究之前，一般都需要
估计所需的最低样本含量。 在进行多重线性回归分
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析前，同样也需要估计样本含量。 具体的方法可分

两步走
［３］ ：

第一步，估计简单直线回归或相关分析时所需
要的样本含量。

设因变量为 Y，自变量为 X１ ；再设它们之间的简

单相关系数 ρ（≈r），其中，ρ为两变量之间的总体相
关系数，而 r为两变量之间的样本相关系数。 此时，

所需要的样本含量 n１ 见式（３）：

n１ ＝４
Zα／２ ＋Zβ

ｌｎ １ ＋ρ
１ -ρ

＋３ （３）

在式（３）中，α、β都表示标准正态分布曲线下

两尾端面积之和；Zα／２ ＝Z０．０５／２ ＝１．９６ 为标准正态分

布曲线下两尾端面积之和为 ０．０５ 时对应的横坐标

（也被称为临界值），同理，可理解 Zβ＝Z０．１ ＝１．２８

的含义；当总体相关系数 ρ未知时，一般用样本相关
系数 r取代。

若在简单直线回归模型中新增加（m -１）个自

变量，则为了检验 X１ 的回归系数是否为 ０，此时，样

本含量 nm 的计算公式见式（４）：

nm ＝
n１

１ -ρ２１｜２，３，⋯，m
＝n１VIPm （４）

在式（４）中，ρ２
１｜２，３，⋯，m为复相关系数的平方，也

称为决定系数，它是以 X１ 为因变量、以其他（m-１）
个自变量为自变量构建（m -１）重线性回归模型时

所算得的决定系数；VIPm 为方差膨胀因子，其计算
公式见式（５）：

VIPm ＝ １
１ -ρ２

１｜２，３，⋯，m
（５）

值得一提的是：试验或调查之前，如何才能获得

公式（３）和公式（４）中的“ρ”和“ρ２
１｜２，３，⋯，m”呢？ 需要

依据研究者本人预试验的结果或文献资料中提供同

类研究的结果进行估算。

１．３ 适合进行多重线性回归分析的数据结构

问题与数据结构见例 １和表 １。

【例 １】２６例糖尿病患者的血清总胆固醇（Ｘ１ ）、

甘油三酯（Ｘ２ ）、空腹胰岛素（Ｘ３ ）、糖化血红蛋白

（Ｘ４ ）、空腹血糖（Ｙ）的测量值列于表 １，建立血糖依
赖其他几项指标变化的多重线性回归模型（说明：本
例的研究者并没有事先估计所需要的样本含量 ）。

表 １ ２６ 例糖尿病患者血样中有关指标的测定结果

ｉ Ｘ１  Ｘ２ 煙Ｘ３ $Ｘ４ *Ｙ
１ 亖５ 适．６８ １ c．９ ４ 照．５３ ８ n．２ １１  ．２

２ 亖３ 适．９７ １ O．６４ ７ 照．３２ ６ n．９ ８ 趑．８

３ 亖６ 适．０２ ３ O．５６ ６ 照．９５ １０ 倐．８ １２  ．３

４ 亖４ 适．５８ １ O．０７ ５ 照．８８ ８ n．３ １１  ．６

５ 亖４ 揶．６ ２ O．３２ ４ 照．０５ ７ n．５ １３  ．４

６ 亖６ 适．０５ ０ O．６４ １ 照．４２ １３ 倐．６ １８  ．３

７ 亖４ 揶．９ ８ c．５ １２ �．６ ８ n．５ １１  ．１

８ 亖７ 适．０８ ３ 寣６ 照．７５ １１ 倐．５ １２  ．１

９ 亖３ 适．８５ ２ O．１１ １６ 殚．２８ ７ n．９ ９ 趑．６

１０ 晻４ 适．６５ ０ O．６３ ６ 照．５９ ７ n．１ ８ 趑．４

１１ 晻４ 适．５９ １ O．９７ ３ 照．６１ ８ n．７ ９ 趑．３

１２ 晻４ 适．２９ １ O．９７ ６ 照．６１ ７ n．８ １０  ．６

１３ 晻７ 适．９７ １ O．９３ ７ 照．５７ ９ n．９ ８ 趑．４

１４ 晻６ 适．１９ １ O．１８ １ 照．４２ ６ n．９ ９ 趑．６

１５ 晻６ 适．１３ ２ O．０６ １０ 殚．３５ １０ 倐．５ １０  ．９

１６ 晻５ 适．７１ １ O．７８ ８ 照．５３ ８ 棗１０  ．１

１７ 晻６ 揶．４ ２ c．４ ４ 照．５３ １０ 倐．３ １４  ．８

１８ 晻６ 适．０６ ３ O．６７ １２ 殚．７９ ７ n．１ ９ 趑．１

１９ 晻５ 适．０９ １ O．０３ ２ 照．５３ ８ n．９ １０  ．８

２０ 晻６ 适．１３ １ O．７１ ５ 照．２８ ９ n．９ １０  ．２

２１ 晻５ 适．７８ ３ O．３６ ２ 照．９６ ８ 棗１３  ．６

２２ 晻５ 适．４３ １ O．１３ ４ 照．３１ １１ 倐．３ １４  ．９

２３ 晻６ 揶．５ ６ O．２１ ３ 照．４７ １２ 倐．３ １６ ０
２４ 晻７ 适．９８ ７ O．９２ ３ 照．３７ ９ n．８ １３  ．２

２５ 晻１１ 揶．５４ １０ c．８９ １ 殚．２ １０ 倐．５ ２０ ０
２６ 晻３ 适．８４ １ c．２ ６ 照．５４ ９ n．６ １０  ．４

  【对数据结构的解说】在表 １ 中，研究者从 ２６
例糖尿病患者体内抽血，对每份血样进行检查，测定
了“血清总胆固醇（Ｘ１ ）、甘油三酯（Ｘ２ ）、空腹胰岛
素（Ｘ３）、糖化血红蛋白（Ｘ４ ）、空腹血糖（Ｙ）”５ 个定
量变量的取值。 它们之间的数量关系是客观存在
的，而且是并存关系，不存在谁是自变量、谁是因变
量。 对资料进行统计分析时，可以有多种不同的统
计分析目的，仅当希望分析“空腹血糖（Ｙ）”是否随
着“Ｘ１、Ｘ２、Ｘ３ 、Ｘ４ ”变化而变化时，才人为地将前者
视为“因变量”、将后者视为“自变量”。

１．４ 多重线性回归分析要求资料应满足的前提条件

结合上面的表 １，呈现多重线性回归分析要求
资料应满足的前提条件如下：

２
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第一，受试对象具有同质性。 受试对象为 ２６ 例
糖尿病患者，而不是患有其他疾病的患者，也不是正
常人。 这里还有一些隐含的前提条件未明确交代：
所患糖尿病的类型、严重程度、病程、是否有糖尿病
家族史等基本相同，年龄、性别、职业、身体素质、生
活和饮食习惯、锻炼方式和程度等基本相同。

第二，全部变量、特别是因变量是计量变量。 经
典统计学中，要求进行多重线性回归分析的全部变
量都是定量的；在具体使用时，条件有所放松，即自
变量中允许有二值定性变量或多值有序变量，若有
多值名义变量，需要将其变换为二值的“哑变量（其
个数为原多值名义变量的水平数减一）”。

第三，各自变量组合条件下的计量因变量应服
从正态分布且方差相等。 这一条仅仅局限于“统计
理论”上的规定或假定，在实际使用时是无法考证
的。 因为每个定量自变量的取值都有无穷多个，全
部自变量的不同水平组合自然也就有无穷多种了。
而在实际研究中，样本含量十分有限，几乎没有两个
受试对象在全部自变量上的取值是完全相同的，那
么，怎样考察第三个前提条件是否成立呢？ 故在实
际使用中，只能大大降低要求：只要因变量的全部取
值近似服从正态分布即可。

第四，因变量与全部自变量间存在线性关系，而
非曲线关系。 这一点可以通过绘制因变量与每一个
自变量之间的散布图来初步了解。

第五，全部自变量间互相独立，不存在共线性关
系。 当所拟合的多重线性回归模型中确实存在多重
共线性问题时，则此多重线性回归模型的质量就不
高。 所以，应先进行共线性诊断，当发现存在多重共
线性时，要设法消除，然后再构建多重线性回归
模型。

１．５ 如何进行回归诊断

１．５．１ 何为自变量间的多重共线性

  所谓多重共线性，就是某几个自变量之间存在
线性关系，例如：Ｘ１ ＝０．３５Ｘ２ ＋１．２８Ｘ３ -２１．４５Ｘ４ 。

１．５．２ 如何诊断自变量之间是否存在多重共线性

诊断是否存在多重共线性的方法有多种，如方
差分量法、方差膨胀因子法（等价于容许度法）等，
计算公式较复杂，此处从略；若借助 ＳＡＳ 软件中的
ＲＥＧ过程来拟合多重线性回归模型，只需在ｍｏｄｅｌ
语句中增加选择项“ＣＯＬＬＩＮ”和“ＣＯＬＬＩＮＯＩＮＴ”或
“ＶＩＦ”和“ＴＯＬ”即可实现。

１．５．３ 何为异常点以及如何诊断

若在回归分析的资料中，所有的观测点（表 １
中就有 ２６个观测点）都是“同质的”，则不存在“异
常点”；若有少数个体（即观测点）与其他绝大多数
个体不同质，则它们就有可能成为异常点。 为了便
于直观理解异常点，参见图 １。

图 １ 某实际问题中（ｘ，ｙ）的散布图
  图１中，最右边的那个点在大多数点的延长线上
且偏离得很远，这样的“异常点”可以通过“Ｃｏｏｋ’ｓ Ｄ”
统计量（其取值远远大于 ０．５ 就属于异常点）进行
诊断；还有一个点在垂直于 ｘ 轴的方向上偏离多数
点较远，此类“异常点（在图 １中偏离较小，暂时可将
其视为可疑异常点）”可以通过“学生化残差”统计量
（其取值的绝对值大于 ２时就可定为异常点）进行诊
断。 这两种统计量的计算公式此处从略。

１．６ 筛选自变量和剔除异常点的意义和方法

１．６．１ 筛选自变量的意义和方法

  筛选自变量的意义在于：淘汰掉那些对因变量
影响无统计学意义的自变量，使拟合的多重线性回
归模型精简且具有更高的价值。 在 ＳＡＳ软件包中，
实现对自变量进行筛选的 ｍｏｄｅｌ语句的选项有以下
８ 个［４］ ，即：

①ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ ＝ｆｏｒｗａｒｄ（采用前进法筛选自变量，
变量经假设检验只进不出）；

②ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ ＝ｂａｃｋｗａｒｄ （采用后退法筛选自变
量，变量经假设检验只出不进）；

③ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ ＝ｓｔｅｐｗｉｓｅ（采用逐步法筛选自变量，
变量经假设检验有进有出）；

④ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ ＝ｍａｘｒ（基于最大复相关系数的平方
筛选自变量）；

⑤ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ ＝ｍｉｎｒ（基于最小复相关系数的平方
筛选自变量）；

３
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  ⑥ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ＝ｒｓｑｕａｒｅ（基于复相关系数的平方由
大到小且所含自变量个数由少到多给自变量组合

排序）；
⑦ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ ＝ａｄｊｒｓｑ（基于校正的复相关系数的

平方由大到小且所含自变量个数由少到多给自变量

组合排序）；
⑧ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ＝ｃｐ（基于 Ｍａｌｌｏｗ＇ｓ CP 统计量的计

算结果筛选自变量，此值越接近当前回归方程中自
变量的个数，表明此时的回归方程质量越好）。

１．６．２ 剔除异常点的意义和方法

若资料中确实存在严重的异常点，可能会导致
所拟合的多重线性回归模型严重歪曲实际情况，很
可能会得出误差很大的预测结果；若借助 ＳＡＳ 软件
中的 ＲＥＧ过程来拟合多重线性回归模型，只需要在
ｍｏｄｅｌ语句中增加选择项“ ｒ” （即要求进行残差分
析）就可实现。

２ 构建多重线性回归分析模型方法

２．１ 基于经典统计思想构建多重线性回归分析模型

  构建多重线性回归分析模型的经典统计思想
是：假定模型（１）中的误差项服从正态分布且各自
变量组合条件下因变量 Ｙ的方差相等，在此假定成
立的条件下，基于最小二乘原理构造一个偏差函数
Ｑ［５］ ，见式（６）：

Q ＝∑（Y -Y＾）２ ＝∑［Y -（b０ ＋b１X１ ＋b２X２

＋⋯ ＋bmXm）］
２ （６）

式（６）中的 Q就是各观测点上的因变量 Y与其
预测值 Y＾之间的偏差（也叫做残差）平方和，所谓最
小二乘原理实际上就是希望在偏差函数 Q 达到最
小值时，求出式（６）中全部回归系数的估计值（包括
截距项）。

为了使Q达到最小，由高等数学知识可知，将Q
对 b０ 、b１、b２ 、⋯、bm 求一阶偏导数并且使之为 ０，就
可以得到包含（m＋１）个方程的正规方程组，然后利
用求解线性方程组的方法就可由该正规方程组解得

各个参数的估计值。 为简便起见，下面以导出简单
直线回归模型中参数估计值为例，呈现其推导过程：

设简单直线回归方程为：yi^ ＝a＋bxi，令：

Q ＝∑
n

i ＝１
（yi -y＾i）２ ＝∑

n

i ＝１
（yi -a -bxi）２ ，求 Q

关于 a、b的偏导数，并令其为 ０，从偏微分方程组中
解出 a和 b，即

∂Q
∂a ＝２∑

n

i ＝１
（yi -a -bxi）（-１），

∂Q
∂b ＝ ２∑

n

i ＝１
（yi - a - bxi）（ - xi）， 令

-２∑
n

i ＝１
（yi -a -bxi） ＝０

-２∑
n

i ＝１
（yi -a -bxi）xi ＝０

⇒

∑
n

i ＝１
yI -an -b∑

n

i ＝１
xi ＝０

∑
n

i ＝１
xiyi -a∑

n

i ＝１
xi -b∑

n

i ＝１
x２i ＝０

⇒

a ＝１
n ∑

n

i ＝１
yi -b∑

n

i ＝１
xi

∑
n

i ＝１
xy -a∑

n

i ＝１
xi ＝b∑

n

i ＝１
x２i

⇒
a ＝１

n∑
n

i ＝１
yi -b １

n∑
n

i ＝１
xi

∑
n

i ＝１
xiyi ＝ １

n∑
n

i ＝１
yi -b １

n∑
n

i ＝１
xi ∑

n

i ＝１
xi ＋b∑

n

i ＝１
x２i

⇒

a ＝y- -bx-

∑xy -
∑
n

i ＝１
xi∑

n

i ＝１
yi

n ＝b ∑
n

i ＝１
x２i -１

n ∑
n

i ＝１
xi

２

⇒ a ＝y- -b-

lxy ＝blxx
，得：

a ＝y- -b-，b ＝
lxy
lxx

按以上程序确定直线回归方程中两个参数估计

值，就被称为按最小二乘法或最小平方法进行参数
估计。

２．２ 基于贝叶斯统计思想构建多重线性回归分析
模型

贝叶斯统计思想是充分利用并有效整合“样本
信息、总体信息和先验信息”，再基于经典统计中的
“概率分布知识”和蒙特卡罗统计思想中的“随机抽
样”和“统计模拟”技术，构建所需要的多重线性回
归模型，进而进行“共轭先验下的贝叶斯推断”和／
或“广义先验下的贝叶斯推断”求出多重线性回归
模型中的“估计回归系数矩阵”和“估计误差协方差
矩阵”。 这些内容的数学味过浓，感兴趣的读者参
阅文献［６］，详细内容此处从略。

２．３ 基于机器学习统计思想构建多重线性回归分
析模型

机器学习的含义是希望通过对计算机编程，使
它能够根据已有的输入数据进行学习

［７］ 。 这里所
４
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说的“学习”与人类为了了解未知事物或不会的知
识时进行的“学习”是有区别的。 在解决不同的问
题时，这种学习需要“具体化”。 例如，在进行简单
直线回归分析时，若基于经典统计思想，前面介绍了
依据最小二乘原理可以直接推导出直线回归方程中

两个参数估计值的计算公式（７），而利用机器学习
方法却无法给出公式（７）。 若基于机器学习统计思
想，其解决问题的思路如下［８］ ：

将拟分析的资料随机划分成两部分，分别称为
“训练集”与“测试集”，设其样本含量分别为 n与 k。
让计算机在训练集上进行学习，在测试集上设法使
均方误差［见式（８）］达到最小值，此时，所得的结果
就是“机器学习的结果”（相当于得到了回归模型）。
然后，将“机器学习的结果”用于测试集，即把测试
集中自变量的数值代入已创建的回归模型求出因变

量的估计值，再求出测试集上因变量的残差平方和，
进而求出均方误差，见式（９）。

MSEtrain ＝１
n∑

n

i ＝１
（ytraini -yt^raini ）２ （８）

MSEtest ＝１
k ∑

k

i ＝１
（ytesti -yt^esti ）２ （９）

在上述的计算过程中，用机器学习法实现回归
分析时希望达到的最终目的是使式（９） 取得最小
值，但在具体实施时，却是基于使式（８） 达到最小值
这个目标来不断优化或改进回归模型［见式（１０）］
中的权重 w来实现的。

y＾＝wTx （１０）
在式（１０）中，w∈Rn

是参数向量。
值得一提的是：在经典统计思想中，求一个函数

的最小值或最大值通常都是基于高等数学中求极值

的方法来实现的；而在机器学习统计思想中，是通过
事先给定的最小值的“阈值”来实现的。 例如，要求
式（８）或式（９）小于阈值“１０ -４ ”。 显然，阈值越小，
迭代计算的次数就会越多。 有时阈值定得过小，无
论迭代计算多少次都难以满足要求，此时可能就会
出现所谓不能收敛的情形了。

３ 多重线性回归分析模型的假设检验

３．１ 对多重线性回归模型进行整体检验

  在估计出回归模型的参数以后，需要对回归方
程进行显著性检验，检验的原假设为：

H０ ：β１ ＝β２ ＝⋯＝βm ＝０ （１１）
该假设表示所有的偏回归系数都为 ０，也就是

全部自变量对因变量的作用都没有统计学意义，相
应的备择假设为偏回归系数不全为 ０。 检验的方法

是方差分析，其基本思想与简单线性回归相同，将总
的离均差平方和分解为回归平方和与残差平方和，
然后构造 F统计量，F 统计量分子与分母的自由度
分别为 νR ＝m、νE ＝n-m-１。 其计算公式为：

F＝
SSR ／νR
SSE ／νE ＝

MSR
MSE （１２）

式中 MSR 与 MSE 分别称为回归均方和残差均
方。 求出 F值后查 F界值表，如果得到的 P值小于
事先确定的显著性水平，就说明回归方程有统计学
意义。

３．２ 对多重线性回归模型中各参数进行逐一检验

对整个回归方程进行显著性检验之后，还有必
要对每一个偏回归系数进行检验，检验的原假设和
备择假设分别为 H０ ：βi ＝０；H１ ：βi≠０。 具体检验时，
可以根据偏回归平方和构造 F统计量，也可以采用
t检验，这两种方法是等价的。
多重线性回归中自变量 Xi 的偏回归平方和用

Pi 表示，它代表从回归方程中剔除 Xi 后回归平方和

的减少量，或者在 m -１ 个自变量的基础上新增加
Xi 后回归平方和的增加量。 偏回归平方和的大小
可用来衡量自变量 Xi 在回归中所起作用的大小，它
的取值越大，说明 Xi 越重要。 对自变量 Xi 进行检

验的统计量 Fi 为：

Fi ＝
Pi ／１

SSE ／（n -m-１） （１３）

该统计量分子和分母的自由度分别为 １ 与 n -
m-１。
使用 t 检验对偏回归系数进行检验时，检验统

计量 ti 的计算公式为：

ti ＝
bi
Sbi

（１４）

式中 bi 是偏回归系数的估计值，Sbi是 bi 的标准
误，ti 服从自由度为 ν ＝n-m-１的 t分布。
求出上述检验统计量后，可以查相应的界值表

得出 P 值，从而判定 Xi 与 Y 之间是否存在线性
关系。

４ 多重线性回归分析模型拟合效果的评价

一个多重线性回归分析模型拟合效果如何，可
从以下几点来考量：
第一，拟合的多重线性回归方程在整体上有统

计学意义；
第二，多重线性回归方程中各回归参数估计值

的假设检验结果都有统计学意义；
５
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第三，多重线性回归方程中各回归参数估计值
的正负号与专业上的含义相吻合；

第四，根据多重线性回归方程计算出因变量的
所有预测值在专业上都有意义；

第五，若有多个较好的多重线性回归方程时，残
差平方和较小且多重线性回归方程中所含的自变量

的个数又较少者为最佳。
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