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【摘要】 本文目的是介绍基于贝叶斯统计思想实现多重线性回归分析的方法。 多重线性回归分析时，单纯基于贝叶斯
理论导出的公式来估计回归模型中参数的做法并不常见。 最常见的做法是基于马尔科夫链蒙特卡罗（ＭＣＭＣ）方法来实现多
重回归分析，即把蒙特卡罗方法、贝叶斯统计思想和马尔科夫链等内容有机结合起来，共同完成多重回归分析。 在资料基本
满足经典统计思想建模的前提条件时，基于贝叶斯统计思想构建多重线性回归模型，其效果等价于基于经典统计思想构建的
多重线性回归模型。
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１ ＭＣＭＣ方法概述
１．１ 基于贝叶斯统计思想建立回归模型的基本思路

  若单纯基于贝叶斯统计思想来建立多重线性回
归模型，需要进行“共轭先验下的贝叶斯推断”和
（或）“广义先验下的贝叶斯推断”求出多重线性回
归模型中的“估计回归系数矩阵”和“估计误差协方
差矩阵”［１］ 。 然而，随着统计学的发展，统计学家又
提出了新的思路：基于随机抽样进行统计模拟并结
合贝叶斯统计思想进行计算，能够得到基于数万次、
甚至数十万次抽样样本条件下更加稳定的回归系数

估计结果，误差很小，结果的精确度很高。 这个方法
叫做马尔科夫链蒙特卡罗方法，简称为 ＭＣＭＣ
（Ｍａｒｋｏｖ ｃｈａｉｎ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ）方法［２ -３］ 。

１．２ 马尔科夫链

马尔科夫链是一种具有马尔科夫性的特别随机

过程。 所谓随机过程，用通俗的语言来表述，就是以
“时间”为自变量的一个变量（即时间的函数）。 例
如我国自 ２０００年以来各年某种疾病的发病率资料，
每个发病率数据都与特定的年份有关。 这样的一串
数被称为“时间序列”，也被称为一个随机过程。
那么，什么样的随机过程可以被称为马尔科夫

链呢？ 用通俗的语言来表述，在随机过程或时间序
列中，任何一个时间点的取值仅受其前一个时间点
上取值的影响，而不受其他时间点上的数值影响，这
一特性被称为“马尔科夫性”，并且，人们称具有马
尔科夫性的随机过程或时间序列为“马尔科夫链”。

１．３ 蒙特卡罗方法的基本思路与实质

蒙特卡罗是摩纳哥国的世界闻名赌城，其实，蒙
特卡罗方法与赌城“蒙特卡罗”之间没有任何关联！
事实上，美国在研究原子弹的过程中，遇到了复杂的
有关核反应的计算问题，波兰裔美国数学家斯塔尼
斯拉夫· 吴拉姆（Ｓｔａｎｉｓｌａｗ Ｕｌａｍ）创造性地提出了
随机模拟方法，用来计算当时遇到的复杂计算问题，
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并由科学家冯· 纽曼（Ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ）在计算机上实
现。 为了保密，他们就将该方法称为“蒙特卡罗
（Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ）”法［３ -４］ 。

蒙特卡罗方法的基本思想是模拟从总体中反复

抽取一批又一批样本，然后利用所抽取的多批模拟样
本进行估计、假设检验等统计推断。 所以，蒙特卡罗
方法的实质就是基于有限的样本资料，通过反复抽取
随机样本，使“原先的样本”接近其所对应的“总体”
情况。 换一句话说，蒙特卡罗方法的实质是基于“有
限样本所提供的信息”去洞察“总体的真实情况”。

１．４ 马尔科夫链蒙特卡罗方法

前面介绍蒙特卡罗方法时提到了一个关键词，
即“随机抽样”。 随机抽样不等于“胡乱”或“随便”
操作，而是依据一定的“规则”实施抽样，这里所说
的“规则”在数学上就叫做“抽样算法”。

非常 著 名 的 抽 样 算 法 有： 梅 切 波 利 斯
（Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ， １９５３ ） 算法、由哈斯廷斯 （ Ｈａｓｔｉｎｇｓ，
１９７０）对梅切波利斯算法改进的算法（即 ＭＨ 算
法）、吉曼（Ｇｅｍａｎ，１９８４）兄弟在研究数字图像恢复
问题时提出的吉布斯抽样法（Ｇｉｂｂｓ ｓａｍｐｌｉｎｇ）以及
其他一些模拟退火方法（ｓｉｍｕｌａｔｅｄ ａｎｎｅａｌｉｎｇ）［５］ ，现
在人们将所有这些方法和各种各样的推广统称为马

尔科夫链蒙特卡罗（ＭＣＭＣ）方法。

２ 实例及基于贝叶斯统计思想实现多重线
性回归分析

２．１ 问题与数据

  【例 １】２６例糖尿病患者的血清总胆固醇（Ｘ１ ）、
甘油三酯（Ｘ２ ）、空腹胰岛素（Ｘ３ ）、糖化血红蛋白
（Ｘ４）、空腹血糖（Ｙ）的测量值列于表 １，试基于贝叶
斯统计思想建立血糖与其他几项指标的多重线性回

归方程。

２．２ 回归分析任务

对例 １表 １中的数据，设因变量为 Ｙ，自变量为
Ｘ１ 、Ｘ２ 、Ｘ３ 、Ｘ４ ，试建立因变量依赖自变量的多重线
性回归模型，并做相应的假设检验。

表 １ ２６ 例糖尿病患者血样中有关指标的测定结果

ｉ Ｘ１ !Ｘ２ ǐＸ３ 6Ｘ４ 览Ｙ
１ 剟５ 蜒．６８ １ ｐ．９ ４ 骀．５３ ８ 剟．２ １１ ＃．２

２ 剟３ 蜒．９７ １ \．６４ ７ 骀．３２ ６ 剟．９ ８  ．８

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

２５ 槝１１ 邋．５４ １０ ｐ．８９ １ �．２ １０ 槝．５ ２０ Ｋ
２６ 槝３ 蜒．８４ １ ｐ．２ ６ 骀．５４ ９ 剟．６ １０ ＃．４

注：详细数据见本期第一篇文章《多重线性回归分析的核心内容与
关键技术概述》

２．３ 采用经典统计思想筛选自变量

实际资料中往往包含了很多自变量，而其中有
些自变量对因变量的影响作用无统计学意义，故需
要对自变量进行筛选；在 ＳＡＳ 中，并非所有用于回
归分析的 ＳＡＳ 过程都具有筛选自变量的功能。 在
处理多重线性问题时，一般都用 ＲＥＧ过程来实现对
自变量的筛选。 这部分内容参见本期第二篇文章
《基于经典统计思想实现多重线性回归分析》，对例
１ 资料筛选的结果为：保留 Ｘ２ 、Ｘ３ 、Ｘ４ 三个自变量。

２．４ 采用贝叶斯回归分析方法建模———指定先验
分布为 Ｎ～（０，１０６）

（１）基于自变量筛选结果并借助 ＳＡＳ中 ＭＣＭＣ
过程创建回归模型所需要的 ＳＡＳ程序
ｐｒｏｃ ｍｃｍｃ ｄａｔａ ＝ｃｒａ１ ｓｅｅｄ ＝１２３４５ ｎｂｉ＝１００００
ｎｍｃ＝１０００００ ｔｈｉｎ ＝１０ ｄｉａｇ ＝ａｌｌ ＯＵＴＰＯＳＴ ＝ＰＯＳＴ
ＳＴＡＴＳ＝ＡＬＬ ＭＣＨＩＳＴＯＲＹ＝ＤＥＴＡＩＬＥＤ ｄｉｃ；
ｐａｒｍｓ ｂｅｔａ０ ０ ｂｅｔａ１ １００ ｂｅｔａ２ ０ ｂｅｔａ３ １０ ；
ｐａｒｍｓ ｓｉｇｍａ２ ２０；
ｐｒｉｏｒ ｂｅｔａ０ ｂｅｔａ１ ｂｅｔａ２ ｂｅｔａ３ ～ｎｏｒｍａｌ（ｍｅａｎ＝０， ｖａｒ
＝１ｅ６）；
ｐｒｉｏｒ ｓｉｇｍａ２ ～ ｉｇａｍｍａ （ ｓｈａｐｅ ＝０．００１， ｓｃａｌｅ ＝
０．００１）；
ｍｕ ＝ｂｅｔａ０ ＋ｂｅｔａ１*ｘ２ ＋ｂｅｔａ２*ｘ３ ＋ｂｅｔａ３*ｘ４；
ｍｏｄｅｌ ｙ ～ｎｏｒｍａｌ（ｍｕ，ｖａｒ＝ｓｉｇｍａ２）；
ｒｕｎ；

【说明】ＭＣＭＣ 过程中的语句和选项的含义比
较复杂，因篇幅所限，此处从略。

（２）多重线性回归分析的输出结果

Ｐｏｓｔｅｒｉｏｒ Ｓｕｍｍａｒｉｅｓ

Ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｎ Ｍｅａｎ Ｓｔａｎｄａｒｄ Ｄｅｖｉａｔｉｏｎ Ｐｅｒｃｅｎｔｉｌｅｓ
２５％ ５０％ ７５％

ｂｅｔａ０ ^１００００ Ｅ４ Ｎ．９２７４ ２  ．２３９８ ３ 热．４４５６ ４ 厖．９０５３ ６ C．３９８９
ｂｅｔａ１ ^１００００ Ｅ０ Ｎ．４３８９ ０  ．１４１７ ０ 热．３４５４ ０ 厖．４３８８ ０ C．５３３３
ｂｅｔａ２ ^１００００ Ｅ-０ Ｎ．３００７ ０  ．１００９ -０ 热．３６６６ -０ 厖．３０００ -０ C．２３４６
ｂｅｔａ３ ^１００００ Ｅ０ Ｎ．８１２０ ０  ．２１４３ ０ 热．６７４４ ０ 厖．８１０３ ０ C．９５４７
ｓｉｇｍａ２ v１００００ Ｅ３ Ｎ．２２８６ １  ．０７６６ ２ 热．４８０５ ３ 厖．０２６６ ３ C．７３３３
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  多重线性回归方程为：
Y＾＝４．９２７４ ＋０．４３８９X２ -０．３００７X３ ＋０．８１２０X４

相对误差绝对值的平均值为 ０．１１４９８１３５０５，残
差平方和 ６４．４４１８，决定系数 R２ ＝０．７０７８７。

２．５ 采用贝叶斯回归分析方法建模———无信息先
验分布

（１）基于自变量筛选结果并借助 ＳＡＳ中 ＭＣＭＣ
过程创建回归模型所需要的 ＳＡＳ程序
ｐｒｏｃ ｍｃｍｃ ｄａｔａ ＝ｃｒａ１ ｓｅｅｄ ＝１２３４５ ｎｂｉ＝１００００
ｎｍｃ＝１０００００ ｔｈｉｎ ＝１０ ｄｉａｇ ＝ａｌｌ ＯＵＴＰＯＳＴ ＝ＰＯＳＴ

ＳＴＡＴＳ ＝ＡＬＬ ＭＣＨＩＳＴＯＲＹ ＝ＤＥＴＡＩＬＥＤ ｄｉｃ；
ｐａｒｍｓ ｂｅｔａ０ ０ ｂｅｔａ１ １００ ｂｅｔａ２ ０ ｂｅｔａ３ １０；
ｐａｒｍｓ ｓｉｇｍａ２ ２０；
ｐｒｉｏｒ ｂｅｔａ０ ｂｅｔａ１ ｂｅｔａ２ ｂｅｔａ３ ～ｇｅｎｅｒａｌ（０）；
ｐｒｉｏｒｓｉｇｍａ２ ＝-ｌｏｇ（ｓｉｇｍａ２）；
ｐｒｉｏｒ ｓｉｇｍａ２ ～ｇｅｎｅｒａｌ（ｐｒｉｏｒｓｉｇｍａ２）；
ｍｕ ＝ｂｅｔａ０ ＋ｂｅｔａ１ * ｘ２ ＋ｂｅｔａ２ * ｘ３ ＋ｂｅｔａ３*ｘ４；
ｍｏｄｅｌ ｙ ～ｎｏｒｍａｌ（ｍｕ，ｖａｒ ＝ｓｉｇｍａ２）；
ｒｕｎ；

（２）多重线性回归分析的输出结果

Ｐｏｓｔｅｒｉｏｒ Ｓｕｍｍａｒｉｅｓ

Ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｎ Ｍｅａｎ ＳｔａｎｄａｒｄＤｅｖｉａｔｉｏｎ Ｐｅｒｃｅｎｔｉｌｅｓ
２５％ ５０％ ７５％

ｂｅｔａ０ ^１００００ Ｅ４ Ｎ．９２２２ ２  ．２４９８ ３ 热．４３１６ ４ 厖．９０６４ ６ C．３５４９

ｂｅｔａ１ ^１００００ Ｅ０ Ｎ．４３６１ ０  ．１４０６ ０ 热．３４４３ ０ 厖．４３５９ ０ C．５２７８

ｂｅｔａ２ ^１００００ Ｅ-０ Ｎ．３０１５ ０  ．１０１２ -０ 热．３６８８ -０ 厖．３００９ -０ C．２３４９

ｂｅｔａ３ ^１００００ Ｅ０ Ｎ．８１３５ ０  ．２１５０ ０ 热．６７４９ ０ 厖．８１６５ ０ C．９５２５

ｓｉｇｍａ２ v１００００ Ｅ３ Ｎ．１９６５ １  ．０６８９ ２ 热．４５３７ ２ 厖．９８７２ ３ C．７１１１

  多重线性回归方程为：
Y＾＝４．９２２２ ＋０．４３６１X２ -０．３０１５X３ ＋０．８１３５X４

相对误差绝对值的平均值为 ０．１１４９５６０９，残差
平方和 ６４．４４３４，决定系数 R２ ＝０．７０７８６，标准化均
方误差 ＮＭＳＥ＝１ -R２ ＝０．２９２１４０。

基于经典统计思想和贝叶斯统计思想（给定两
种先验分布）建立多重线性回归分析模型，对模型
拟合效果进行评价的结果见表 ２。
表 ２ 基于经典统计与贝叶斯统计建模模型评价结果的比较

模型评价指标
模型评价指标具体值

传统统计 指定先验分布 无信息先验

相对误差

绝对值均值
０ Ｌ．１１４９２３８９２７ ０ 敂．１１４９８１３５０５ ０  ．１１４９５６０９

残差平方和 ６４ 刎．４４１１ ６４  ．４４１８ ６４ ｉ．４４３４

决定系数 ０ 鞍．７０７８７ ０ �．７０７８７ ０ Ａ．７０７８６

ＮＭＳＥ ０ 鞍．２９２１３ ０ �．２９２１３ ０ Ａ．２９２１４

注：先验分布指正态分布、无信息先验实际上是取均匀分布作为先验

分布；ＮＭＳＥ 为标准化均方误差

３ 小  结

数据本身质量（即自变量间不存在多重共线性
关系、无严重的异常点）较好时，即经典统计思想建
模方法所要求的假定条件基本上能够得到满足，此
时，经典统计建模的效果就比较好；如果有足够准确
的先验信息，采用经典统计思想进行多重线性回归
分析和采用贝叶斯统计思想回归分析的结果相差

不大。

【说明】感兴趣的读者可以参照本期第二篇文
章《基于经典统计思想实现多重线性回归分析》中
的做法，产生派生变量，并基于自变量筛选得到 Ｚ４ 、
Ｚ５ 、Ｚ６ 三项，再将这三项分别代入本文中两段调用
ＭＣＭＣ过程的 ＳＡＳ程序中去计算，会得到相应的多
重线性回归分析结果。 因篇幅所限，此处从略。
值得一提的是：文献［６ -９］中的资料都可以采

用本文介绍的方法进行多重线性回归分析，其结果
和结论更具有可信性。
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