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【摘要】 本文目的是介绍基于机器学习统计思想实现多重线性回归分析的方法。 首先，简要回答了几个基本问题：什么
是机器学习、它能解决的统计学问题及其具体方法；进一步，还粗略地介绍了 ＢＰ神经网络回归分析方法的基本思路；最后，通
过一个实例详细呈现了如何基于 Ｒ软件实现 ＢＰ神经网络回归分析的全过程。
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【Abstract】 Ｔｈｅ ｐｕｒｐｏｓｅ ｏｆ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｗａｓ ｔｏ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅ ａ ｍｅｔｈｏｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｍａｃｈｉｎｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ ｔｏ ｉｍｐｌｅｍｅｎｔ ａ

ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｌｉｎｅａｒ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ．Ｆｉｒｓｔ ｏｆ ａｌｌ， ｉｔ ａｎｓｗｅｒｅｄ ｓｅｖｅｒａｌ ｂａｓｉｃ ｑｕｅｓｔｉｏｎｓ ｂｒｉｅｆｌｙ ， ｓｕｃｈ ａｓ ｗｈａｔ ｍａｃｈｉｎｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｉｓ ， ｗｈａｔ
ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｔ ｃａｎ ｓｏｌｖｅ， ｗｈａｔ ａｒｅ ｉｔｓ ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｍｅｔｈｏｄｓ．Ｆｕｒｔｈｅｒ， ｔｈｅ ｂｒｉｅｆ ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｉｄｅａ ｏｆ ＢＰ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ
ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｗａｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ．Ｆｉｎａｌｌｙ， ａｎ ｅｘａｍｐｌｅ ｗａｓ ｇｉｖｅｎ ｔｏ ｓｈｏｗ ｈｏｗ ｔｏ ｉｍｐｌｅｍｅｎｔ ｔｈｅ ｗｈｏｌｅ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ＢＰ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ
ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｒ ｓｏｆｔｗａｒｅ．
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１ 机器学习回归分析方法概述

１．１ 何为机器学习

  机器学习脱胎于人工智能［１］ ，后者使“那些对
人类智力来说非常困难、但对计算机来说相对简单
的问题得到迅速解决”。 人工智能的真正挑战在于
解决那些对人来说很容易执行、但很难形式化描述
的任务

［２］ 。 谁有能力“让计算机从经验获取知识，
可以避免由人类来给计算机形式化地指定它需要的

所有知识”？ 机器学习或深度学习具有这个能力。
它致力于研究如何通过计算的手段，能够根据已有
的输入数据进行学习，利用经验来改善系统自身的
性能。 具体地说，它是关于在计算机上从数据中产
生“模型”的算法，即 “学习算法” （ ｌｅａｒｎｉｎｇ ａｌｇｏ-
ｒｉｔｈｍ）［３ -４］

的一门学问。

１．２ 机器学习方法能解决的统计学问题

不难想象，对于统计表达与描述、基于检验统计量

进行假设检验和相关性分析等问题，一般只需要采用
经典统计方法、偶尔采用贝叶斯统计方法就可解决。
而对于回归分析、判别分析和样品聚类分析等问题，虽
然经典统计和贝叶斯统计常常也可以处理得令人比较

满意，但若采取适当的机器学习方法（注意：具体的方
法有很多种，如决策树、支持向量机、神经网络、集成学
习和随机森林等

［５］ ），常能产生意想不到的结果，尤其
是在对资料前提条件的“零要求”和结果具有极高精准
度等方面，更显示出极大的优越性。
前已述及，能够进行回归分析的机器学习方法

有很多种，因篇幅所限，本文仅介绍基于 ＢＰ 神经网
络方法实现多重线性回归分析的做法。

１．３ ＢＰ神经网络回归分析方法简介
ＢＰ神经网络是一种基于有监督的学习、使用非

线性的可导函数作为传递函数的前馈神经网络，在
１９８６年由 Ｒｕｍｌｈａｒｔ 和 ＭｃＣｌｅｌｌａｎｄ 为首的科学家小
组提出，是一种按误差逆传播算法训练的多层前馈
网络，是目前应用最广泛的神经网络模型之一。 ＢＰ
网络能学习和存贮大量的输入 -输出模式映射关
系，而无需事前揭示描述这种映射关系的数学方程。
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它的学习规则是使用最速下降法，通过反向传播来
不断调整网络的权值和阈值，使网络的误差平方和
最小。 ＢＰ 神经网络模型拓扑结构包括输入层
（ ｉｎｐｕｔ）、隐层（ｈｉｄｅ ｌａｙｅｒ）和输出层（ｏｕｔｐｕｔ ｌａｙｅｒ）。

基本 ＢＰ算法包括信号的前向传播和误差的反
向传播两个过程。 即计算误差输出时按从输入到输
出的方向进行，而调整权值和阈值则从输出到输入
的方向进行。 正向传播时，输入信号通过隐含层作
用于输出节点，经过非线性变换，产生输出信号，若
实际输出与期望输出不相符，则转入误差的反向传
播过程。 误差反传是将输出误差通过隐含层向输入
层逐层反传，并将误差分摊给各层所有单元，以从各
层获得的误差信号作为调整各单元权值的依据。 通
过调整输入节点与隐层节点的联接强度和隐层节点

与输出节点的联接强度以及阈值，使误差沿梯度方
向下降，经过反复学习训练，确定与最小误差相对应
的网络参数（权值和阈值），训练即告停止。 一般情
况下，隐层越多，误差越小，但是相应的模型越复杂。

ＢＰ神经网络在网络理论和性能方面已经比较
成熟。 其突出优点是具有很强的非线性映射能力和
柔性的网络结构。 可根据具体情况设定网络的中间
层及层数，并且随着结构的差异其性能也有所不同。
但是 ＢＰ神经网络也存在一些缺陷：①学习速度慢，
即使是一个简单的问题，一般也需要几百次甚至上
千次的学习才能收敛；②容易陷入局部极小值；③网
络层数、神经元个数的选择没有相应的理论指导；
④网络推广能力有限。

２ 实例及机器学习回归分析的实现

２．１ 问题与数据

  【例 １】２６例糖尿病患者的血清总胆固醇（Ｘ１ ）、
甘油三酯（Ｘ２ ）、空腹胰岛素（Ｘ３ ）、糖化血红蛋白
（Ｘ４）、空腹血糖（Ｙ）的测量值列于表 １，试基于机器
学习统计思想（具体方法为“ＢＰ神经网络”）建立血
糖与其他几项指标间的多重线性回归方程，并完成
其他有关的任务。

表 １ ２６ 例糖尿病患者血样中有关指标的测定结果

ｉ Ｘ１ �Ｘ２ �Ｘ３  Ｘ４ 媼Ｙ
１ b５ ǐ．６８ １ D．９ ４ 抖．５３ ８ O．２ １１ 殚．２

２ b３ ǐ．９７ １ ０．６４ ７ 抖．３２ ６ O．９ ８ 照．８

３ b６ ǐ．０２ ３ ０．５６ ６ 抖．９５ １０ c．８ １２ 殚．３

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

２５ v１１ 靠．５４ １０ D．８９ １ 适．２ １０ c．５ ２０  
２６ v３ ǐ．８４ １ D．２ ６ 抖．５４ ９ O．６ １０ 殚．４

注：详细数据见本期第一篇文章《多重线性回归分析的核心内容与

关键技术概述》

２．２ 采用 ＢＰ神经网络分析方法建模
将表 １中的 ２６ 行 ５ 列数据（不包括第 １ 列编

号，保留各列的变量名）输入计算机，用文本格式存
储，取名为“空腹血糖与血脂．ｔｘｔ”。 将其存储在 Ｇ
盘文件夹名为“ｓｔｕｄｙｒ”的文件夹内。 采用 Ｒ软件包
中的 ｎｎｅｔ（）函数来实现，所需要的 Ｒ程序［设程序
名为：ＢＰ神经网络方法实现空腹血糖依赖三项血脂
指标（注：Ｘ１ 无统计学意义，不参与建模）的多重线
性回归分析．ｔｘｔ］如下：
ｉｎｓｔａｌｌ．ｐａｃｋａｇｅｓ（＂ｎｎｅｔ＂）    ＃安装实现 ＢＰ 神

经网络计算的子

程序包 ｎｎｅｔ
ｌｉｂｒａｒｙ（ｎｎｅｔ） ＃加载子程序包ｎｎｅｔ
ｓｅｔｗｄ（＂Ｇ：／／ｓｔｕｄｙｒ／＂） ＃设置路径为＂Ｇ： ／／

ｓｔｕｄｙｒ／＂
ｄａｔａ＜- ｒｅａｄ．ｔａｂｌｅ（＂空腹血糖与血脂．ｔｘｔ＂，ｈｅａｄｅｒ
＝ＴＲＵＥ）

＃ ｄａｔａ 中的数据
为 ２６行 ５列

ｄａｔａ１ ＜-ｄａｔａ［， -１］ ＃删除 ｄａｔａ中的第
１列（即 Ｘ１）后为
ｄａｔａ１

ｙ＜-ｄａｔａ１［，４］／ｍａｘ（ｄａｔａ１［，４］） ＃ｄａｔａ１ 中第 ４ 列
除以该列最大值

赋值给 ｙ，ｙ 为标
准化结果

ｘ＜-ｄａｔａ１［， -４］ ＃ｄａｔａ１中的前３列
（即 Ｘ２、Ｘ３、Ｘ４）赋
值给向量 ｘ

ｓｅｔ．ｓｅｅｄ（１１０１） ＃设置随机数种子
为１１０１
＃每次修改 ｓｉｚｅ
（隐节点个数）的
值，退出 Ｒ 运行
环境；
＃再进入，结果具
有重现性。
＃下面是基于 ３ -
５ -１ＢＰ 神经网
络模型创建回归

模型

（ｍｏｄｅｌ１＝ｎｎｅｔ（ｘ，ｙ，ｓｉｚｅ＝５，ｅｎｔｒｏｐｙ＝ＴＲＵＥ，ｄｅｃａｙ＝０．１））
＃每次修改 ｓｉｚｅ
（隐节点个数）的
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值，退出 Ｒ 运行
环境；
＃再进入，结果具
有重现性。
＃设置 ５ 个隐节
点，权重衰减速度
的最小值为０．１

ｓｕｍｍａｒｙ（ｍｏｄｅｌ１） ＃输出所创建的 ＢＰ
神经网络回归模型

ｐｒｅｄ１ ＝ｐｒｅｄｉｃｔ（ｍｏｄｅｌ１，ｄａｔａ１） ＃计算标准化 ｙ 的
预测值

ｐｒｅｄ２ ＝ｐｒｅｄ１*ｍａｘ（ｄａｔａ１［，４］） ＃计算原始数据 ｙ
的预测值

Ｍ＜-ｓｕｍ（（ｄａｔａ１［，４］ -ｍｅａｎ（ｄａｔａ１［，４］）） ２^）
＃计算原始数据 ｙ
的离均差平方和

ＮＭＳＥ＜-ｓｕｍ（（ｄａｔａ１［，４］ -ｐｒｅｄ２） ２^）／Ｍ
ＮＭＳＥ ＃输出标准化均

方误差的数值

＃＃ ｄａｔａ１［，４］；ｐｒｅｄ２ ＃删除语句前两个
井号可输出观测 ｙ
与预测 ｙ的数值

  【说明】在上面的程序中，各语句后以“＃”开头
的就是该语句的解释信息。

２．３ ＢＰ神经网络回归分析的结果
通常，采用一个隐藏层的 ＢＰ神经网络，即 Ｉ -Ｊ

-１ ＢＰ神经网络模型，其中，“ Ｉ”为输入节点个数
（具有统计学意义的自变量的个数）；“ Ｊ”为隐藏层
中隐节点的个数；最后的“１”为输出节点个数（即定
量结果变量的个数，回归分析时通常为 １；若是判别
分析，通常为类别的个数）。

在上面的程序中，Ｉ＝３（３ 个具有统计学意义的
自变量，即 Ｘ２、Ｘ３ 和 Ｘ４ ）、 Ｊ ＝５（设置了 ５ 个隐节
点）、１（代表只有 １个输出节点，即定量的结果变量
只有一个），故被称为“３ -５ -１ＢＰ 神经网络模型”。
此模型的主要输出结果如下：

ａ ３ -５ -１ ｎｅｔｗｏｒｋ ｗｉｔｈ ２６ ｗｅｉｇｈｔｓ
ｏｐｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ -ｅｎｔｒｏｐｙ ｆｉｔｔｉｎｇ ｄｅｃ
ａｙ＝０．１ａ ３ -５ -１ ｎｅｔｗｏｒｋ ｗｉｔｈ ２６ ｗｅｉｇｈｔｓ
ｏｐｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ -ｅｎｔｒｏｐｙ ｆｉｔｔｉｎｇ ｄｅｃａｙ ＝０．１
ｂ-＞ｈ１ ｉ１ -＞ｈ１ ｉ２ -＞ｈ１ ｉ３ -＞ｈ１
-０．０７ ０．１７ -０．０５ ０．０８
ｂ-＞ｈ２ ｉ１ -＞ｈ２ ｉ２ -＞ｈ２ ｉ３ -＞ｈ２
-０．１０ ０．１６ -０．３４ ０．１１

ｂ-＞ｈ３ ｉ１ -＞ｈ３ ｉ２ -＞ｈ３ ｉ３ -＞ｈ３
-０．０７ ０．１７ -０．０５ ０．０８
ｂ-＞ｈ４ ｉ１ -＞ｈ４ ｉ２ -＞ｈ４ ｉ３ -＞ｈ４
０．１２ -０．１５ ０．４２ -０．１２
ｂ-＞ｈ５ ｉ１ -＞ｈ５ ｉ２ -＞ｈ５ ｉ３ -＞ｈ５
-０．１０ ０．１６ -０．３４ ０．１１
ｂ-＞ｏ ｈ１ -＞ｏ ｈ２ -＞ｏ ｈ３ -＞ｏ ｈ４ -＞ｏｈ５

-＞ｏ
-０．０５ ０．３６ ０．４８ ０．３６ -０．５９ ０．４８
［１］ ０．４１６６９７４
【说明】具有２６个权重系数的３ -５ -１ ＢＰ神经

网络模型，其含义如下：
三个自变量（被称为 ３ 个输入节点）分别用 ｉ１、

ｉ２和 ｉ３表示；“ｂ”代表模型中的常数项；５ 个隐节点
（其本质就相当于因子分析中的“隐变量”，也可以
将其视为“中间变量”，即它们是输入变量的结果变
量、是输出变量的原因变量）分别用 ｈ１ -ｈ５ 表示；
输出节点（即定量的结果变量 ｙ）用“ ｏ”表示，即
“Ｏｕｔｐｕｔ”之义。
在 ３ -５ -１ ＢＰ神经网络模型中，有（３ ＋１） ×５

＋（５ ＋１） ×１ ＝２６个权重系数。 这个算式中的数字
分别代表什么？ “（３ ＋１）”代表“三个自变量加一个
常数项”共 ４项，每一项都要与 ５ 个隐节点相连接，
故需要乘以 ５；“（５ ＋１）”代表 ５ 个隐节点加一个常
数项共 ６项，每一项都要与一个输出节点相连接，故
需要乘以 １。
任何一个“隐节点”与“输入节点（包括一个常

数项）”之间都是通过“一个 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ曲线”连接起来
的，例如：
隐节点 ｈ１ 就是按下面的公式与四个输入节点

连接起来的：
ｈ１ ＝ｅｘｐ（ -０．０７ ＋０．１７ｉ１ -０．０５ｉ２ ＋０．０８ｉ３）／

［１ ＋ｅｘｐ（ -０．０７ ＋０．１７ｉ１ -０．０５ｉ２ ＋０．０８ｉ３）］
同理，可以写出其他四个隐节点的表达式：
ｈ２ ＝ｅｘｐ（ -０．１０ ＋０．１６ｉ１ -０．３４ｉ２ ＋０．１１ｉ３）／

［１ ＋ｅｘｐ（ -０．１０ ＋０．１６ｉ１ -０．３４ｉ２ ＋０．１１ｉ３）］
ｈ３ ＝ｅｘｐ（ -０．０７ ＋０．１７ｉ１ -０．０５ｉ２ ＋０．０８ｉ３）／

［１ ＋ｅｘｐ（ -０．０７ ＋０．１７ｉ１ -０．０５ｉ２ ＋０．０８ｉ３）］
ｈ４ ＝ｅｘｐ（０．１２ -０．１５ｉ１ ＋０．４２ｉ２ -０．１２ｉ３）／［１

＋ｅｘｐ（０．１２ -０．１５ｉ１ ＋０．４２ｉ２ -０．１２ｉ３）］
ｈ５ ＝ｅｘｐ（ -０．１０ ＋０．１６ｉ１ -０．３４ｉ２ ＋０．１１ｉ３）／

［１ ＋ｅｘｐ（ -０．１０ ＋０．１６ｉ１ -０．３４ｉ２ ＋０．１１ｉ３）］
最后，可以写出一个输出节点的表达式：
０ ＝Ａ／（１ ＋Ａ） （１）
其中，Ａ ＝ｅｘｐ （ -０．０５ ＋０．３６ｈ１ ＋０．４８ｈ２ ＋
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０．３６ｈ３ -０．５９ｈ４ ＋０．４８ｈ５）
将上面的 ｈ１ -ｈ５五个表达式代入公式（１），就

可呈现用三个自变量表达结果变量的计算公式，其
计算结果“ｏ”为标准化后的预测值 ｙ，即上面程序中
的“Ｐｒｅｄ１”；将其乘以结果变量 ｙ 的最大值，就将其
还原为原始的结果变量的预测值了，即上面程序中
的“Ｐｒｅｄ２”。

３ -５ -１ ＢＰ 神经网络模型得到的标准化均方
误差 ＮＭＳＥ＝０．４１６６９７。

在给定随机数和“ Ｉ”数目的前提下，ＢＰ神经网
络拟合回归模型的计算结果的精确度可采用“标准
化均方误差（ＮＭＳＥ）”的大小来度量。 通常，随着隐
节点的数目增大，ＮＭＳＥ会逐渐变小。 在本例中，分
别取隐节点数目为：１、２、⋯、１０、２０、３０、４０、５０、１００、
１１０、１２０、 １３０、 １４０、１５０ 共 ２０ 种情况时，对应的
ＮＭＳＥ见表 ２。

表 ２ 取 ２０ 种不同数目的隐节点 ＢＰ 神经网络回归分析所产生的 ＮＭＳＥ 数值
隐节点数目 ＮＭＳＥ 的取值 隐节点数目 ＮＭＳＥ 的取值

１ 哪０ �．４７７７４７ ２０ ｈ０  ．３４１０８６

２ 哪０ �．４５４７９５ ３０ ｈ０  ．３２５７８１

３ 哪０ �．４３３１５７ ４０ ｈ０  ．３１２３４７

４ 哪０ �．４１７１８０ ５０ ｈ０  ．３０７４８３

５ 哪０ �．４１６６９７ １００ ｜０  ．３００２７１

６ 哪０ �．４０１７３６ １１０ ｜０  ．３００４４９

７ 哪０ �．３８８８２０ １２０ ｜０  ．２９９２７７

８ 哪０ �．３８８３６５ １３０ ｜０  ．２９８６２１

９ 哪０ �．３７５８８４ １４０ ｜０  ．２９８５６４

１０ 刎０ �．３７６９２５ １５０ ｜０  ．２９８４５４

  结合本期前两篇文章中的计算结果和本文前面
的计算结果可知：从模型的简练程度上看，ＢＰ 神经
网络回归分析的模型很复杂，而传统统计和贝叶斯
统计回归分析模型相对简练得多；从标准化均方误
差（ＮＭＳＥ）大小上看， ＢＰ 神经网络回归分析的
ＮＭＳＥ可以达到很小的程度，而很难使传统统计和贝

叶斯统计回归分析模型的 ＮＭＳＥ 的数值降低很多。
因此，基于 ＢＰ神经网络回归分析与传统统计和贝叶
斯统计回归分析之间的拟合效果不具有可比性。

３ 小  结

当数据本身质量较好时，经典统计建模方法所
要求的假定条件基本上能够得到满足，此时，经典统
计建模的效果就比较好；如果有足够的先验信息，采
用经典多重线性回归分析和贝叶斯回归分析的结果

相差不大；ＢＰ神经网络可以获得很精确的计算结果
和精准的预测结果，但不便写出对应的回归模型。
值得一提的是：只要结果变量为计量变量，希望研究
其如何依赖自变量变化而变化的依赖关系时，选用
多重线性回归分析比选用单因素差异性分析更合

适。 例如文献［６ -９］。
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