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【摘要】　 本文目的是介绍岭回归分析的概念、作用以及用软件实现计算的方法。先介绍有关的基本概念，再介绍基本原
理和实施步骤，最后，通过一个实例并基于 ＳＡＳ软件演示如何实施岭回归分析。结果表明：对于计量因变量，要想构建高质量
的多重线性回归模型，较好的建模策略是基于派生变量建立初步模型，在此基础上，再进行岭回归分析。
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１　 概　 　 述

１． １　 何为岭回归分析

　 　 岭回归分析是在构建多重线性回归模型时，对
基于“最小二乘原理”推导出的估计回归系数的计

算公式作一下校正，使回归系数更稳定。

１． ２　 岭回归分析应用的场合

当自变量之间存在较强的多重共线性时，求得

的多重线性回归模型很不稳定；尤其是某些自变量

前回归系数的正负号与实际问题的专业背景不吻

合。此时，岭回归分析有可能较好地解决前述提及

的问题。

１． ３　 岭回归分析的原理

多重线性回归方程的回归系数可以表示为

β ＝（Ｘ＇Ｘ）－ １Ｘ＇Ｙ （１）

其中 Ｘ 为自变量的 ｎ × ｍ 阶矩阵，Ｘ＇为 Ｘ 的转
置，（Ｘ＇ Ｘ）为对称的 ｍ × ｍ方阵，（Ｘ＇ Ｘ）－ １为 Ｘ＇ Ｘ 的
逆矩阵，Ｙ为因变量的 ｎ × １ 向量，β 为待估参数，即
回归系数的 ｍ × １ 向量。这里的 ｎ 为观测数，ｍ 为
待估计的回归系数（含截距项）的个数。当 Ｘ＇ Ｘ 矩
阵不满秩或至少有一个特征根很小（即接近于零）时，

则矩阵 Ｘ为病态矩阵，此时用最小二乘法进行回归系
数的估计就会产生较大的偏差，使 β

＾
很不稳定，在具

体取值上与真值有较大的偏差，甚至有时会出现系数

的正负号与实际不符的情况。为此，Ｈｏｅｒｌ和 Ｋｅｎｎａｒｄ
于 １９７０年提出了岭估计（Ｒｉｄｇｅ ｅｓｔｉｍａｔｅ）方法，即对
多重线性回归模型回归系数的估计方法如下［１］：

β（ｋ）＝（Ｘ＇ Ｘ ＋ ｋＩｍ）
－ １Ｘ＇ Ｙ （２）

即在矩阵 Ｘ＇ Ｘ 的主对角线元素上加上一个非
负因子 ｋ，其中 Ｉｍ 为 ｍ 阶单位矩阵，ｋ ＞ ０ 称为岭参
数或偏参数。如果 ｋ 取与试验数据 Ｙ 无关的常数，
则 β（ｋ）为线性估计，否则 β（ｋ）为非线性估计。取不
同的 ｋ，得到不同的岭估计。故上式实际定义了一个
很大的估计类。特别当 ｋ ＝０时，β（ｋ）＝（Ｘ＇Ｘ）Ｘ＇Ｙ就
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是 β 的最小二乘估计。当 ｋ∈［０，＋ ∞）时，对于每
个 ｉ，β（ｋ）的第 ｉ个分量 βｉ（ｋ）的值均为 ｋ的函数，在
直角坐标系中，点［ｋ，βｉ（ｋ）］所构成的变化轨迹，称
为岭迹。随着 ｋ的增大，βｉ（ｋ）的绝对值均趋于不断变
小［由于自变量之间可能存在相关性，个别 βｉ（ｋ）可
能有小范围的向上波动或改变正、负号］，若 ｋ→ ＋∞，
则 β（ｋ）→０。

与最小二乘估计相比，岭估计是把 Ｘ＇ Ｘ 换成了
Ｘ＇ Ｘ ＋ ｋＩ 得到的。从直观上讲，当 Ｘ 为病态时，Ｘ＇ Ｘ
的特征根至少有一个非常接近于 ０，而 Ｘ＇ Ｘ ＋ ｋＩ 的
特征根则变成 λ１ ＋ ｋ，…，λｍ ＋ ｋ，它们中的某些接近
于 ０ 的特征根就会得到改善，从而“打破”原来设计
阵的复共线性，使得岭估计比最小二乘估计有更小

的均方误差［ＭＳＥ（β
＾
（ｋ））＜ ＭＳＥ（β）］。

１． ４　 如何实施岭回归分析

如果在进行多重线性回归分析时，从专业上或

通过共线性诊断得知自变量间存在多重共线性，那

么可以考虑用岭回归分析进行参数估计，在进行岭

估计时通常采用以下几步：

第 １ 步，岭回归分析通常要先对 Ｘ 变量作中心
化和标准化处理，以使不同自变量处于同样数量级

上而便于比较。

第 ２ 步，确定 ｋ值。
引入岭估计的目的是减少均方误差，所以其关

键点就是找出合适的 ｋ值，使量 ＭＳＥ（β
＾
（ｋ））达到最

小。但是对 ｋ 值的确定在应用中是十分困难的，主
要是因为 ｋ的取值依赖于模型的未知参数 β 和 σ２，
并且这种依赖关系没有显式表示。为此，统计学家

们提出了十余种选 ｋ 的方法，但是很难说它们中的
哪一种是最优的。其中的主要方法如下：

（１）岭迹法
岭迹法主要是通过将 β（ｋ）的分量 βｉ（ｋ）的岭迹

画在同一幅图上，从图中选择尽可能小的 ｋ值，使得
各回归系数的岭估计大体稳定，即各分量在图上的

岭迹曲线趋于平行于 Ｘ轴。选择 ｋ值的一般原则主
要有：①各回归系数的岭估计基本稳定；②用最小二
乘估计时符号不合理的回归系数，其岭估计的符号

将变得合理；③回归系数的大小要与实际相符，即从
专业上讲对因变量影响较大的自变量其系数的绝对

值也较大；④均方误差增大不太多。
（２）方差膨胀因子法
方差膨胀因子 ｃｊｊ度量了多重共线性的严重程

度，一般当 ｃｊｊ ＞ １０ 时，模型就有严重的多重共线性，
如果计算岭估计 βｉ（ｋ）的协方差阵为：

ｃｏｖ（β
＾
（ｋ））＝ σ２（Ｘ＇ Ｘ ＋ ｋＩ）－ １Ｘ＇ Ｘ（Ｘ＇ Ｘ ＋ ｋＩ）－ １

＝ σ２（ｃｉｊ（ｋ））
上式中矩阵 Ｃｉｊ（ｋ）的对角元素 ｃｊｊ（ｋ）就是岭估

计的方差膨胀因子，不难看出，ｃｊｊ（ｋ）随着 ｋ 的增大
而减小。应用方差膨胀因子选择 ｋ 的经验做法是：
选择 ｋ使所有方差膨胀因子 ｃｊｊ（ｋ）≤１０。

此外还有 Ｃｐ 准则法、Ｈｏｅｒｌ － Ｋｅｎｎａｄ 公式法、
Ｍｃｄｏｒａｒｄ － Ｇａｒａｒｎｅａｕ 法、双 ｈ 公式法等，因 ＳＡＳ 的
ＲＥＧ过程主要可以运用岭迹法及方差膨胀因子法，
所以其他的方法在此不作介绍，有兴趣的读者可以

参考相关的文献。

第 ３ 步，根据岭迹图进行变量筛选及重新确定
ｋ值。

岭迹图不仅能够对 ｋ 做出确定，还可以根据自
变量的岭迹曲线对自变量进行筛选，也就是说可以

根据自变量的岭迹曲线来判断该变量是否可以进入

回归方程。把岭迹应用于回归分析中自变量的选

择，其基本原则为：

（１）去掉岭回归系数比较稳定且绝对值比较小
的自变量。这里岭回归系数可以直接比较大小，因

为设计阵 Ｘ是假定已经中心标准化了的。
（２）去掉岭回归系数不稳定但随着 ｋ 值的增加

迅速趋于零的自变量。

（３）去掉一个或若干个具有不稳定岭回归系数
的自变量。如果不稳定的岭回归系数很多，究竟去

掉几个，去掉哪几个，并无一般原则可遵循。这要结

合已找出的复共线性关系以及去掉后重新进行岭回

归分析的效果来决定。

第 ４ 步，对模型进行表达及作出专业结论。
在进行岭估计后，应根据所估计的参数写出回

归方程，并结合专业知识判断方程中各自变量的系

数及正负号是否符合实际情况。最后根据回归系数

的大小来判断各自变量对因变量影响的大小及根据

所求得的回归方程进行预测。

２　 基于岭回归分析解决实际问题

２． １　 问题与数据结构

　 　 沿用文献［２］中的“问题与数据”，并基于派生
变量得到的“最优回归模型”所决定的“数据集”，来

提出下面的“新问题”：即“ｗｅｉｇｈｔ”的回归系数为
“－ ８８． ００８０１”，这个“负值”表明体重越重的人收缩
压（ＳＢＰ）越低，这似乎不符合临床专业知识。尽管
计算出来的因变量的预测值在专业上都成立，而且，

模型的残差方差 ＝ １２２． ３２４１８、Ｒ２ ＝ ０． ９９３１，这些结
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果都提示所构建的多重线性回归模型很好。但毕竟

存在回归系数的正负号不符合专业知识的“严重瑕

疵”，这是一个需要彻底解决的“疑难问题”！

２． ２　 所需要的 ＳＡＳ程序

解决上述提及的“疑难问题”的一个有效方法

就是使用“岭回归分析”。所需要的 ＳＡＳ程序如下：
ｄａｔａ ａ１；
　 ｉｎｐｕｔ ｉｄ ａｇｅ ｈｅｉｇｈｔ ｗｅｉｇｈｔ ｂｍｉ ｓｂｐ；
ｃａｒｄｓ；
（此处输入文献［２］表 １ 中 ５０ 行 ６ 列数据）
；

ｒｕｎ；
　 　 ／* 以上程序为了创建数据集 ａ１ * ／
ｄａｔａ ａ２；
　 ｓｅｔ ａ１；
ｘ１ ＝ ａｇｅ*ａｇｅ；ｘ２ ＝ ａｇｅ*ｈｅｉｇｈｔ；ｘ３ ＝ ａｇｅ*ｗｅｉｇｈｔ；
ｘ４ ＝ ａｇｅ*ｂｍｉ；ｘ５ ＝ ｈｅｉｇｈｔ*ｈｅｉｇｈｔ；ｘ６ ＝ ｈｅｉｇｈｔ*
ｗｅｉｇｈｔ；
ｘ７ ＝ ｈｅｉｇｈｔ*ｂｍｉ；ｘ８ ＝ ｗｅｉｇｈｔ*ｗｅｉｇｈｔ；ｘ９ ＝ ｗｅｉｇｈｔ*
ｂｍｉ；
ｘ１０ ＝ ｂｍｉ*ｂｍｉ；
ｒｕｎ；
　 　 ／* 以上程序是在数据集 ａ１ 基础上创建数据
集 ａ２，它增添了 １０ 个派生变量 * ／
ｐｒｏｃ ｒｅｇ ｄａｔａ ＝ ａ２；
ｍｏｄｅｌ ｓｂｐ ＝ ａｇｅ ｈｅｉｇｈｔ ｗｅｉｇｈｔ ｂｍｉ ｘ１ － ｘ１０ ／ ｎｏｉｎｔ
ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ ＝ ｂａｃｋｗａｒｄ ｓｌｓ ＝ ０． ０５；
ｑｕｉｔ；
　 　 ／* 以上程序是基于数据集 ａ２ 拟合文献［２］中
那个“最佳”回归模型 * ／
ｓｙｍｂｏｌ１ ｖ ＝ ｘ ｃ ＝ ｂｌｕｅ；
ｓｙｍｂｏｌ２ ｖ ＝ ｃｉｒｃｌｅ ｃ ＝ ｂｌａｃｋ；
ｓｙｍｂｏｌ３ ｖ ＝ ｓｑｕａｒｅ ｃ ＝ ｒｅｄ；
ｓｙｍｂｏｌ４ ｖ ＝ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｃ ＝ ｇｒｅｅｎ；
ｓｙｍｂｏｌ５ ｖ ＝ ｄｏｔ ｃ ＝ ｙｅｌｌｏｗ；
ｓｙｍｂｏｌ６ ｖ ＝ ＃ ｃ ＝ ｏｒａｎｇｅ；
ｓｙｍｂｏｌ７ ｖ ＝ ％ ｃ ＝ ｐｕｒｐｌｅ；
ｓｙｍｂｏｌ８ ｖ ＝ ＄ｃ ＝ ｂｌｕｅ；
ｌｅｇｅｎｄ１ ｍｏｄｅ ＝ ｐｒｏｔｅｃｔ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ＝ （ｂｏｔｔｏｍ ｒｉｇｈｔ
ｉｎｓｉｄｅ）
ａｃｒｏｓｓ ＝３ ｃｂｏｒｄｅｒ ＝ ｂｌａｃｋ ｏｆｆｓｅｔ ＝（０，０）ｌａｂｅｌ ＝（ｃｏｌｏｒ
＝ ｂｌｕｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ＝（ｔｏｐ ｃｅｎｔｅｒ）＇ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｖａｒｉａｂｌｅｓ＇）
ｃｆｒａｍｅ ＝ ｗｈｉｔｅ；
　 　 ／* 以上程序为了设置绘图的基本条件 * ／

ｐｒｏｃ ｓｔａｎｄａｒｄ ｄａｔａ ＝ ａ２ ｍ ＝０ ｓ ＝ １ ｏｕｔ ＝ ａ３；
ｒｕｎ；
　 　 ／* 以上程序为了对数据集 ａ２ 进行标准化变
换 * ／
　 　 ／*因前面用后退法筛选自变量，故仅保留有统
计学意义的自变量，列在下面的 ｍｏｄｅｌ语句* ／
ｐｒｏｃ ｒｅｇ ｄａｔａ ＝ ａ３ ｏｕｔｅｓｔ ＝ ｂ１ ｒｉｄｇｅ ＝０ ｔｏ ０． １ ｂｙ ０． ０１；
ｍｏｄｅｌ ｓｂｐ ＝ ａｇｅ ｗｅｉｇｈｔ ｘ３ ｘ６ － ｘ１０ ／ ｎｏｉｎｔ；
ｐｌｏｔ ／ ｒｉｄｇｅｐｌｏｔ ｖｒｅｆ ＝ ０ ｌｖｒｅｆ ＝ １ ｎｏｍｏｄｅｌ ｌｅｇｅｎｄ ＝
ｌｅｇｅｎｄ１ ｎｏｓｔａｔ；
ｑｕｉｔ；
　 　 ／* 以上程序是基于标准化变换后的数据集 ａ３
进行岭回归分析并绘制出岭迹图 * ／
ｐｒｏｃ ｐｒｉｎｔ ｄａｔａ ＝ ｂ１；
ｒｕｎ；
　 　 ／*以上程序为了输出岭回归分析的计算结果* ／
ｐｒｏｃ ｒｅｇ ｄａｔａ ＝ ａ２ ｏｕｔｅｓｔ ＝ ｂ２ ｒｉｄｇｅ ＝０ ｔｏ ０． １ ｂｙ ０． ０１；
ｍｏｄｅｌ ｓｂｐ ＝ ａｇｅ ｗｅｉｇｈｔ ｘ３ ｘ６ － ｘ１０ ／ ｎｏｉｎｔ；
ｑｕｉｔ；
　 　 ／* 以上程序是基于数据集 ａ２ 进行岭回归分
析以便获得与原变量对应的岭回归分析结果 * ／
　 　 ／* 其中，“ｒｉｄｇｅ ＝ ０ ｔｏ ０． １ ｂｙ ０． ０１”就是让岭
参数 ｋ取一系列数值代入建模 * ／
ｐｒｏｃ ｐｒｉｎｔ ｄａｔａ ＝ ｂ２；
ｒｕｎ；
　 　 ／* 以上程序是输出与原变量对应的岭回归分
析结果 * ／

【ＳＡＳ程序说明】在以上的 ＳＡＳ 程序中，都用“／
* ……… * ／”注释语句作了说明。

２． ３　 ＳＡＳ输出结果及其解释

以上 ＳＡＳ 程序输出的结果非常多，因篇幅所
限，此处从略。下面仅摘要给出最主要的结果。

由绘制出的岭迹图（图略）可知：当岭参数

ｋ ＝ ０． ０１时，全部 ８ 个自变量的回归系数就已经趋向
于稳定状态，但结合数据集 ｂ１ 的输出结果可从数值
清楚地看出：当岭参数 ｋ ＝ ０． ０８ 时，全部 ８ 个自变量
的回归系数的取值波动都在小数点后第 ２ 位上，因
为 ｋ的取值越大，自变量的回归系数数值波动就会
越小，但残差方差会越大。故要求不高时，本例可取

ｋ ＝ ０． ０１；要求稍高一点时，可取 ｋ ＝ ０． ０８。
（１）标准化条件下岭回归分析所得到的全部自

变量的回归系数

由数据集 ｂ１ 可获得标准化条件下岭回归分析
所得到的全部自变量的回归系数：
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ｋ ＝ ０． ０１ 和 ｋ ＝ ０． ０８ 时，全部自变量的标准化 回归系数：

ｋ ａｇｅ ｗｅｉｇｈｔ ｘ３ ｘ６ ｘ７ ｘ８ ｘ９ ｘ１０

０． ０１ １． ３６１７６ ０． ３７０ － １． ２４８１２ ０． ６０６ ０． ３１８３ － ０． ０３５２ － ０． １４２ ０． １０００

０． ０８ ０． ５７７３７ ０． ２２８ － ０． ２６９３６ ０． ２８３ ０． １９０５ ０． ０２１３ － ０． ０４８ － ０． ０６９３

　 　 （２）基于原变量的岭回归分析所得到的全部自变量的回归系数

ｋ ａｇｅ ｗｅｉｇｈｔ ｘ３ ｘ６ ｘ７ ｘ８ ｘ９ ｘ１０

０． ０１ １． ４００７０ ０． １４００ － ０． ００６７６７ ０． ００２８７ ０． ０１３７０ － ０． ００００３４ － ０． ００１１０ ０． ００５９２

０． ０８ ０． ５９３８８ ０． ０８６５ － ０． ００１４６０ ０． ００１３４ ０． ００８２０ ０． ００００２１ － ０． ０００３７ － ０． ００４１０

　 　 （３）基于原变量的常规多重线性回归分析所得到‘最佳结果’的全部自变量的回归系数

ａｇｅ ｗｅｉｇｈｔ ｘ３ ｘ６ ｘ７ ｘ８ ｘ９ ｘ１０

１． ８２１８２ － ８８． ００８０１ － ０． ００９７ ０． ６４５６９ ４． ３２４５６ － ０． ０５８３５ ０． ７８５３０ － ２． ６２４５８

　 　 【说明】比较上面的“（２）”与“（３）”中各自变量
前的回归系数可知，引入派生变量并构建出“最优回

归模型”后，ｗｅｉｇｈｔ的回归系数为“－８８． ００８０１”［见上
面的“（３）”标题之下第 ２ 行］，该负值不符合临床专
业知识；经过岭回归分析后，得出：ｗｅｉｇｈｔ 的回归系
数为“０． ０８６５”［见上面的“（２）”标题之下ｋ ＝ ０． ０８
的那一行］，这个系数是正值，与临床专业知识相

符。由此可知，在创建多重线性回归模型的过程中，

引入派生变量并采取多种方法进行自变量筛选，在

获得“最佳多重线性回归模型”后，再采用岭回归分

析进一步优化多重线性回归模型，这样在获得了较

小残差方差的多重线性回归模型的基础上，又能使

少数自变量回归系数的正负号不符合专业要求的问

题得到合理解决。
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