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【摘要】　 本文目的是介绍稳健回归分析的概念、作用以及用软件实现计算的方法。先介绍有关的基本概念，再介绍基本
原理，最后通过两个实例并基于 ＳＡＳ软件演示如何实施此分析方法。结果表明：①此法不能解决资料中存在多重共线性问题
带来的坏影响；②此法能够很好地解决资料中存在异常点的回归分析问题。

【关键词】　 稳健回归分析；多重共线性；Ｍ估计；ＭＭ估计；Ｓ估计；ＬＴＳ估计
中图分类号：Ｒ１９５． １　 　 　 　 文献标识码：Ａ　 　 　 　 ｄｏｉ：１０． １１８８６ ／ ｊ． ｉｓｓｎ． １００７-３２５６． ２０１８． ０３． ００３

Ｒｏｂｕｓｔ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ

Ｈｕ Ｌｉａｎｇｐｉｎｇ１，２*

（１． Ｇｒａｄｕａｔｅ Ｓｃｈｏｏｌ，Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｍｉｌｉｔａｒｙ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ ＰＬＡ Ｃｈｉｎａ，Ｂｅｉｊｉｎｇ　 １００８５０，Ｃｈｉｎａ；
２． Ｓｐｅｃｉａｌｔｙ Ｃｏｍｍｉｔｔｅｅ ｏｆ Ｃｌｉｎｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ ｏｆ Ｗｏｒｌｄ Ｆｅｄｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｍｅｄｉｃｉｎｅ Ｓｏｃｉｅｔｉｅｓ，Ｂｅｉｊｉｎｇ　 １０００２９，Ｃｈｉｎａ

*Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｕｔｈｏｒ：Ｈｕ Ｌｉａｎｇｐｉｎｇ，Ｅ － ｍａｉｌ：ｌｐｈｕ８１２＠ ｓｉｎａ． ｃｏｍ）
【Ａｂｓｔｒａｃｔ】　 Ｔｈｅ ｐｕｒｐｏｓｅ ｏｆ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｗａｓ ｔｏ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅ ｔｈｅ ｃｏｎｃｅｐｔｓ ａｎｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ

ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｓｏｆｔｗａｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｂｕｓｔ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ． Ｆｉｒｓｔｌｙ，ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｃｏｎｃｅｐｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｗａｓ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ． Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｔｈｅ
ｂａｓｉｃ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｗａｓ ｇｉｖｅｎ． Ｆｉｎａｌｌｙ，ｔｈｅ ｒｏｂｕｓｔ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｗａｓ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｗｏ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｂｙ
ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ＳＡＳ ｓｏｆｔｗａｒｅ． Ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｔｗｏ ｄｉｓｔｉｎｃｔ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ ｃｏｕｌｄ ｂｅ ｄｒａｗｎ：① Ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｍｅｎｔｉｏｎｅｄ ａｂｏｖｅ ｃｏｕｌｄ ｎｏｔ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ
ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄａｔａ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｃｏｌｌｉｎｅａｒｉｔｙ． ② Ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｍｅｎｔｉｏｎｅｄ ａｂｏｖｅ ｃｏｕｌｄ ｐｅｒｆｅｃｔｌｙ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ
ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｗｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｓｏｍｅ ｏｕｔｌｉｅｒｓ ｉｎ ｔｈｅ ｄａｔａ．

【Ｋｅｙｗｏｒｄｓ】　 Ｒｏｂｕｓｔ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ；Ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｃｏｌｌｉｎｅａｒｉｔｙ；Ｍ －ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ；ＭＭ －ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ；Ｓ － ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ；ＬＴＳ － ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

项目基金：国家高技术研究发展计划课题资助（２０１５ＡＡ０２０１０２）

１　 概　 　 述

１． １　 何为稳健回归分析

　 　 设用 Ｙ 代表因变量，Ｘ１、Ｘ２、…、Ｘｍ 分别代表 ｍ
个自变量，则多重线性回归模型可以表示为：

Ｙ ＝ β０ ＋ β１Ｘ１ ＋ β２Ｘ２ ＋… ＋ βｍＸｍ ＋ ε （１）
式中 β０ 为总体截距，β１、β２、…、βｍ 分别为各个

自变量所对应的总体偏回归系数，ε为随机误差，常
假定其服从正态分布。偏回归系数 βｉ（ｉ ＝ １，２，…，
ｍ）表示在其他自变量固定不变的情况下，Ｘｉ 每改变
一个测量单位时所引起的因变量 Ｙ 的平均改变量。
多重线性回归模型的样本回归方程可以表示为：

Ｙ＾ ＝ ｂ０ ＋ ｂ１Ｘ１ ＋ ｂ１Ｘ２ ＋… ＋ ｂｍＸｍ （２）

这里 Ｙ＾ 表示 Ｙ 的估计值，ｂ０、ｂ１、ｂ２、…、ｂｍ 为截
距和偏回归系数的样本值，它们是相应总体参数的

估计值。

如何求出模型（１）中的参数（包括截距项和回归系
数）呢？当资料满足一些前提条件（例如模型的误差项

服从正态分布、自变量互相独立、不存在严重的异常

点）时，只需要采取普通的最小二乘法（简称 ＯＬＳ估计
法，也叫做最小平方法）来构造求解回归系数的正规方

程组，然后解此方程组，就可获得全部参数的估计值。

但是，当资料中存在严重异常点时，就需要采用“稳健

回归分析方法”来给出参数的估计值。

所谓稳健回归分析，就是在构建多重线性回归

模型（１）时，不以普通的最小二乘法来构造求解回
归系数的正规方程组，而是依据某些改进的做法来

构造求解回归系数的正规方程组。其目的就是依据

推导出来的用于估计回归参数的计算公式使参数的

估计结果具有尽可能好的稳定性，即尽可能降低或

消除异常点对回归分析结果的影响。

１． ２　 稳健回归分析应用的场合

当拟做多重线性回归分析的原始数据存在较大

比例的“异常点”且自变量间不存在严重多重共线

性时，采用此方法构建多重线性回归模型，可以最大

限度地消除“异常点”对建模结果造成的影响。

１． ３　 稳健回归分析的原理

此法的关键在于使估计出来的回归系数比较稳
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定，其实质就是设法修改“普通最小二乘法”，使构

造出来的正规方程组对“异常点”不敏感，再通过类

似于“迭代再加权最小二乘法”等方法求解正规方

程组，从而获得各回归系数相对稳定的估计值。具

体的方法有多种，例如 Ｌ估计、Ｒ估计、Ｍ估计、Ｓ 估
计和 ＭＭ估计等［１ － ２］。其中有些估计方法还可以作

进一步细分，例如 Ｍ 估计可进一步分为“Ｈｕｂｅｒ 估
计”“Ｔｕｋｅｙ估计”和“中位数估计”。由于这些估计
方法涉及很深的数学知识，在文献［１］中用了 ８ 页
篇幅介绍了前述提及的估计方法，感兴趣的读者可

参阅有关文献，故此处从略。

２　 基于稳健回归分析解决实际问题

２． １　 此法可否解决多重共线性问题

２． １． １　 问题与数据结构

　 　 【例 １】沿用文献［３］中的“问题与数据”，并基
于派生变量得到的“最优回归模型”所决定的“数据

集”，来提出下面的“新问题”：即“ｗｅｉｇｈｔ”的回归系
数为“－ ８８． ００８０１”，这个“负值”表明：体重越重的
人收缩压（ＳＢＰ）越低，这似乎不符合临床专业知识。
尽管计算出来的因变量的预测值在专业上都成立，且

模型残差的方差 ＝１２２． ３２４１８、Ｒ２ ＝ ０． ９９３１，这些结果
都提示所构建的多重线性回归模型很好。但毕竟存

在回归系数的正负号不符合专业知识的“严重瑕

疵”，这是一个需要彻底解决的“疑难问题”！

２． １． ２　 所需要的 ＳＡＳ程序

尝试采用“稳健回归分析方法”解决上述提及

的“疑难问题”。所需要的 ＳＡＳ程序如下：
ｄａｔａ ａ１；
　 ｉｎｐｕｔ ｉｄ ａｇｅ ｈｅｉｇｈｔ ｗｅｉｇｈｔ ｂｍｉ ｓｂｐ；
ｃａｒｄｓ；
（此处输入文献［３］表 １ 中 ５０ 行 ６ 列数据）
；

ｒｕｎ；
　 　 ／* 以上程序为了创建数据集 ａ１ * ／
ｄａｔａ ａ２；
　 ｓｅｔ ａ１；
ｘ１ ＝ ａｇｅ*ａｇｅ；ｘ２ ＝ ａｇｅ*ｈｅｉｇｈｔ；ｘ３ ＝ ａｇｅ*ｗｅｉｇｈｔ；
ｘ４ ＝ ａｇｅ*ｂｍｉ；ｘ５ ＝ ｈｅｉｇｈｔ*ｈｅｉｇｈｔ；ｘ６ ＝ ｈｅｉｇｈｔ*
ｗｅｉｇｈｔ；
ｘ７ ＝ ｈｅｉｇｈｔ*ｂｍｉ；ｘ８ ＝ ｗｅｉｇｈｔ*ｗｅｉｇｈｔ；ｘ９ ＝ ｗｅｉｇｈｔ*
ｂｍｉ；
ｘ１０ ＝ ｂｍｉ*ｂｍｉ；
ｒｕｎ；

　 　 ／* 以上程序是在数据集 ａ１ 基础上创建数据
集 ａ２，它增添了 １０ 个派生变量 * ／
ｐｒｏｃ ｒｅｇ ｄａｔａ ＝ ａ２；
ｍｏｄｅｌ ｓｂｐ ＝ ａｇｅ ｗｅｉｇｈｔ ｘ３ ｘ６ － ｘ１０ ／ ｎｏｉｎｔ；
ｑｕｉｔ；
　 　 ／* 以上程序是调用 ＲＥＧ 过程并基于数据集
ａ２ 拟合文献［３］中那个‘最佳’回归模型 * ／
ｐｒｏｃ ｒｏｂｕｓｔｒｅｇ ｄａｔａ ＝ ａ２ ｍｅｔｈｏｄ ＝ ｍ ｓｅｅｄ ＝ １００；
ｍｏｄｅｌ ｓｂｐ ＝ ａｇｅ ｗｅｉｇｈｔ ｘ３ ｘ６ － ｘ１０ ／ ｎｏｉｎｔ；
ｑｕｉｔ；
　 　 ／* 以上程序是调用 ＲＯＢＵＳＴＲＥＧ过程并基于
数据集 ａ２ 和 Ｍ 估计方法拟合文献［３］中那个‘最
佳’回归模型 * ／
　 　 ／*接下去，将上面 ＳＡＳ 过程步中的关键词
“ｍｅｔｈｏｄ ＝ ｍ”依次修改为：ｍｅｔｈｏｄ ＝ ｌｔｓ、ｍｅｔｈｏｄ ＝ ｓ
和 ｍｅｔｈｏｄ ＝ ｍｍ，就是调用 ＲＯＢＵＳＴＲＥＧ过程并基于
数据集 ａ２ 且分别用 ＬＴＳ估计法、Ｓ 估计法和 ＭＭ估
计法来拟合文献［３］中那个“最佳”回归模型 * ／

【ＳＡＳ程序说明】在以上的 ＳＡＳ 程序中，用“／*
……… * ／”注释语句作了说明。

２． １． ３　 ＳＡＳ输出结果及其解释

以下将上面 ＳＡＳ 程序中的 ５ 个过程步的输出
结果以浓缩的方式呈现出来，见表 １。
　 　 【说明】比较上述由“ＲＥＧ 过程”与基于
“ＲＯＢＵＳＴＲＥＧ过程”并分别采用“Ｍ 估计法”“ＬＴＳ
估计法”“Ｓ估计法”和“ＭＭ 估计法”对同一个具有
严重共线性问题的资料进行多重线性回归分析的结

果可知：它们估计的“参数值”比较接近，但仍没有

消除多重共线性对回归系数的严重影响（尤其是

ｗｅｉｇｈｔ前的回归系数为负值且其绝对值还比较大，
不符合临床专业知识）。也就是说：ＳＡＳ ／ ＳＴＡＴ 中的
“ＲＯＢＵＳＴＲＥＧ过程”不能解决“多重共线性问题”。
要想消除自变量间多重共线性的影响，常用的方法

有两种，第一种就是采用“主成分回归分析”，见文

献［３］；第二种就是采用“岭回归分析”，参见本期中
的《岭回归分析》一文。

２． ２　 此法可否解决资料中有较多异常点问题

２． ２． １　 问题与数据结构

　 　 【例 ２】假定有一个总样本含量 ｎ ＝１０００的数据集
中包含 １０％异常点的资料，每组数据（即每个个体）包
含三个变量（ｘ１，ｘ２，ｙ）的观测值，见表 ２。
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表 １　 五种估计参数方法估计“例 １ 资料”的主要结果

变　 　 量
Ｃ Ｅ Ｃ Ｅ Ｃ Ｅ Ｃ Ｅ Ｃ Ｅ

ＯＬＳ Ｍ ＬＴＳ Ｓ ＭＭ

ａｇｅ １． ８２１８２ ０． ４９２９４ ２． ２２８１ ０． ４３６７ １． ８４５７ － ２． ２３０５ ０． ４２７３ ２． １６５４ ０． ４４３７

ｗｅｉｇｈｔ － ８８． ００８０１ ２６． ６７６３６ － ９５． ６４９３ ２３． ６３５０ － ５４． ９５２１ － － ９５． ７００５ ２３． ３３９８ － ９４． ７２８９ ２４． ２１９９

ｘ３ － ０． ００９７１ ０． ００３４２ － ０． ０１１７ ０． ００３０ － ０． ００８４ － － ０． ０１１７ ０． ００３０ － ０． ０１１４ ０． ００３１

ｘ６ ０． ６４５６９ ０． １９３０５ ０． ６９９２ ０． １７１０ ０． ４０００ － ０． ６９９６ ０． １６８８ ０． ６９２６ ０． １７５２

ｘ７ ４． ３２４５６ １． ３０９１７ ４． ７００９ １． １５９９ ２． ７５７４ － ４． ７０３３ １． １４５２ ４． ６５７０ １． １８８４

ｘ８ － ０． ０５８３５ ０． ０１８８４ － ０． ０６４７ ０． ０１６７ － ０． ０３０２ － － ０． ０６４７ ０． ０１６６ － ０． ０６４０ ０． ０１７２

ｘ９ ０． ７８５３０ ０． ２５８３６ ０． ８７９０ ０． ２２８９ ０． ４１６３ － ０． ８７９４ ０． ２２７９ ０． ８６９４ ０． ２３５９

ｘ１０ － ２． ６２４５８ ０． ８７７１５ － ２． ９４１４ ０． ７７７１ － １． ４６８３ － － ２． ９４２７ ０． ７７２１ － ２． ９１０６ ０． ７９９６

注：Ｃ与 Ｅ分别代表“参数估计值”与“标准误”；ＯＬＳ、Ｍ、ＬＴＳ、Ｓ、ＭＭ分别代表估计回归模型中参数的方法依次为普通最小二乘法、Ｍ估计法、ＬＴＳ估计

法、Ｓ估计法和ＭＭ估计法；第 ７列上为空，因为 ＬＴＳ估计法给出的误差项是“标准差”，与其他方法不一致（其他为“标准误”），故未呈现出来

表 ２　 某资料中首尾各 １０ 组数据（ｎ ＝ １０００）

ｎｕｍ ｘ１ ｘ２ ｙ ｎｕｍ ｘ１ ｘ２ ｙ

１ １． ４２１５１ １． １３１０５ ２１． ２００９ ９９１ － １． １５８３６ － １． ０４０６６ １００． １７９

２ ２． ００８９３ ０． ７９０８３ ２１． １９２０ ９９２ ０． ７１０２３ － ０． ６１８１１ １００． ０５６

３ １． ８２６９７ － ０． ０２０４３ １８． ６０２４ ９９３ １． ０４１０６ ０． ２６２６１ １００． ３８９

４ － １． ４９０３６ － ０． ９３７６８ － １． ０２５４ ９９４ － ０． ２６３４８ － ０． ０５６４７ １００． １３７

５ － ０． ４５９１２ － ３． ４２５９３ － ２． ５５１８ ９９５ － １． ０９５１４ － １． ７６７２３ ９９． ９９３

６ ０． ３９８９２ － ２． ０２１７２ ５． ９９７３ ９９６ １． ６５１６２ － ０． ８３４３３ ９８． ７５９

７ １． ０８８６５ － ０． ９８３９１ １３． ０４８９ ９９７ － ０． ２６４６５ － ０． ７３２６２ １００． ４７４

８ － ０． ４８１３９ １． ３３８２１ １１． ２０８２ ９９８ ０． ５５６３０ － １． ５２０９９ １００． ５３４

９ － ０． ２３３８４ － ０． ８５９５４ ６． ０６００ ９９９ ０． ０５１３７ ０． ２４３１９ ９９． ５１０

１０ ０． ００９００ － ０． ２４３７６ ９． ６６１４ １０００ － １． ５３９９４ ０． ９６５２１ １００． ５０５

注：此表省略编号为 １１ 到 ９９０ 之间的 ９８０ 行数据；在全部 １０００ 行数据中，最后 １００ 行数据为“异常点”，占 １０％

　 　 【特别说明】例 ２ 是人为构造的，它来自
ＳＡＳ ９． ３的 ＲＯＢＵＳＴＲＥＧ过程中的“样例”。三个变
量“ｘ１、ｘ２ 和 ｙ”没有实际的专业含义，仅为了造出一
个样本含量为 １０００ 且含 １０％异常点的数据集。

设定 ｘ１ 和 ｘ２ 及测量误差 ｅ 都是服从标准正态
分布的随机变量（其均值为 ０、方差为 １），前 ９００ 个
ｙ的数值按下面的模型（３）计算出来；最后 １００ 个 ｙ
的数值按下面的模型（４）计算出来：

ｙ ＝ １０ ＋ ５*ｘ１ ＋ ３*ｘ２ ＋ ０． ５*ｅ （３）
ｙ ＝ １００ ＋ ｅ （４）
比较式（３）与式（４）可知：ｙ 的前 ９００ 个数据中

的每一个都在基数“１０”基础上再加上三项并不大
的数值，其平均值大约为“１０ ＋ ５ ＋ ３ ＝ １８”；而 ｙ 的
后 １００ 个数据中的每一个都在基数“１００”基础上再
加上一个随机误差，其平均值大约为 １００。由此可
知：表 ２ 的 １０００ 行数据中，对因变量 ｙ 而言，后 １００

个 ｙ值明显大于前 ９００ 个 ｙ值，故属于“异常值”，它
们所对应的那 １００ 行数据点就属于“异常点”了。

【问题】试拟合表 ２ 中 ｙ依赖 ｘ１、ｘ２ 变化的二重
线性回归模型。

２． ２． ２　 所需要的 ＳＡＳ程序

（１）先用下面的一段 ＳＡＳ 数据步程序产生表 ２
中的 １０００ 行 ３ 列数据，创建数据集 ａａ。
ｄａｔａ ａａ （ｄｒｏｐ ＝ ｉ）；
　 ｄｏ ｉ ＝ １ ｔｏ １０００；
　 　 ｘ１ ＝ ｒａｎｎｏｒ（１２３４）；
　 　 ｘ２ ＝ ｒａｎｎｏｒ（１２３４）；
　 　 ｅ ＝ ｒａｎｎｏｒ（１２３４）；
　 　 ｉｆ ｉ ＞ ９００ ｔｈｅｎ ｙ ＝ １００ ＋ ｅ；
　 　 ｅｌｓｅ ｙ ＝ １０ ＋ ５*ｘ１ ＋ ３*ｘ２ ＋ ０． ５*ｅ；
　 　 ｏｕｔｐｕｔ；

３０２
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　 ｅｎｄ；
ｒｕｎ；
　 　 ／* 以上程序产生 １０００ 组数据（ｘ１，ｘ２，ｙ），其
中，有 １０％的是异常值 * ／

（２）再用下面的 ＳＡＳ 程序将数据集 ａａ（即表 ２
中的数据）拷贝成数据集 ａ，然后再调用 ＳＡＳ过程进
行建模（也可用前面例 １ 中创建数据集 ａ１ 的方法，
此处从略）。

ｄａｔａ ａ；
　 ｓｅｔ ａａ；
ｐｒｏｃ ｒｅｇ ｄａｔａ ＝ ａ；
　 ｍｏｄｅｌ ｙ ＝ ｘ１ ｘ２；
ｒｕｎ；
ｐｒｏｃ ｒｏｂｕｓｔｒｅｇ ｄａｔａ ＝ ａ ｍｅｔｈｏｄ ＝ ｍ ｓｅｅｄ ＝ １００；

　 ｍｏｄｅｌ ｙ ＝ ｘ１ ｘ２；
ｒｕｎ；
　 　 分别将上面的“ｍｅｔｈｏｄ ＝ ｍ”后面的“ｍ”替换
成“ｌｔｓ”“ｓ”和“ｍｍ”，就可得到另三种回归系数的稳
健估计结果。

【ＳＡＳ 过程步程序说明】第 １ 个过程步调用
ＲＥＧ过程创建二重线性回归模型；从第 ２ 到第 ５ 个
过程步都是调用 ＲＯＢＵＳＴＲＥＧ过程构建二重线性回
归模型，其区别在于它们分别采用 Ｍ 估计、ＬＴＳ 估
计、Ｓ估计和 ＭＭ估计方法来估计模型中的参数值。

２． ２． ３　 ＳＡＳ输出结果及其解释

以上 ＳＡＳ程序中 ５ 个 ＳＡＳ 过程步输出的主要
结果列入表 ３ 中。

表 ３　 五种估计参数方法估计“例 ２ 资料”的主要结果

变　 　 量
Ｃ Ｅ Ｃ Ｅ Ｃ Ｅ Ｃ Ｅ Ｃ Ｅ

ＯＬＳ Ｍ ＬＴＳ Ｓ ＭＭ

截距 １９． ０６７１２ ０． ８６３２２ １０． ００２４ ０． ０１７４ １０． ００８３ － １０． ００５５ ０． ０１８０ １０． ００３５ ０． ０１７６

ｘ１ ３． ５５４８５ ０． ８６８９２ ５． ００７７ ０． ０１７５ ５． ０３１６ － ５． ００９６ ０． ０１８２ ５． ００８５ ０． ０１７８

ｘ２ ２． １２３４１ ０． ８３０３９ ３． ０１６１ ０． ０１６７ ３． ０３９６ － ３． ０２１０ ０． ０１７２ ３． ０１８１ ０． ０１６８

注：Ｃ与 Ｅ分别代表“参数估计值”与“标准误”；ＯＬＳ、Ｍ、ＬＴＳ、Ｓ、ＭＭ分别代表估计回归模型中参数的方法依次为“普通最小二乘法”、Ｍ估计法、ＬＴＳ估

计法、Ｓ估计法和ＭＭ估计法；第 ７列上为空，因为 ＬＴＳ估计法给出的误差项是“标准差”，与其他方法不一致（其他为“标准误”），故未呈现出来

　 　 由表 ３ 可知：当资料中存在 １０％异常点时，基
于普通最小二乘法（ＯＬＳ）给出的参数估计值偏离其
真值（截距 ＝ １０、ｘ１ 前的斜率 ＝ ５、ｘ２ 前的斜率 ＝ ３）
很远，而基于“Ｍ估计法”“ＬＴＳ 估计法”“Ｓ 估计法”
和“ＭＭ估计法”给出的参数估计值都与其真值非常
接近。再列出这 ５ 种算法对应的复相关系数平方
［即 ｙ 与（ｘ１ 和 ｘ２）的相关系数的平方］分别为：
０． ０２３４（ＯＬＳ法）、０． ７７８８（Ｍ 估计法）、０． ９９３２（ＬＴＳ
估计法）、０． ９９２８（Ｓ 估计法）和 ０． ７５２０（ＭＭ 估计
法）。其中，ＯＬＳ估计法的复相关系数平方非常小，
而 ＬＴＳ估计法的复相关系数平方最大。

２． ３　 小结

用 ＲＯＢＵＳＴＲＥＧ 过程时应选择哪一种“稳健估
计”方法创建多重线性回归模型很难一概而论。一

般来说，在拟合优度“Ｇｏｏｄｎｅｓ － ｏｆ － Ｆｉｔ”评价的四个
指标中，Ｒ － Ｓｑｕａｒｅ 取值越大、另三个评价指标（因
篇幅所限，在本文中省略了）取值越小，并且，回归

系数的“标准误”越小越好，该估计方法的拟合效果

就越好。就本例而言，总体来看，ＬＴＳ 估计法的效果
最好。

最关键的问题在于：本例中的数据是基于上面的

二重线性回归模型（３）产生出来的。这个模型意味
着：截距项为 １０、ｘ１ 前的回归系数为 ５、ｘ２ 前的回归系
数为 ３，在此基础上，加一个随机误差的二分之一。
此处的“随机误差”是服从均值为 ０、方差为 １ 的正态
分布的随机误差。基于表 ３中的计算结果，可以写出
五个模型的具体表达式，见式（５）－式（９）。

ｙ＾ ＝１９． ０６７１２ ＋３． ５５４８５ｘ１ ＋２． １２３４１ｘ２　 　 （５）（ＯＬＳ估计法）
ｙ＾ ＝ １０． ００２４ ＋ ５． ００７７ｘ１ ＋ ３． ０１６１ｘ２ （６）（Ｍ估计法）
ｙ＾ ＝ １０． ００８３ ＋ ５． ０３１６ｘ１ ＋ ３． ０３９６ｘ２ （７）（ＬＴＳ估计法）
ｙ＾ ＝ １０． ００５５ ＋ ５． ００９６ｘ１ ＋ ３． ０２１０ｘ２ （８）（Ｓ估计法）
ｙ＾ ＝１０． ００３５ ＋５． ００８５ｘ１ ＋３． ０１８１ｘ２ （９）（ＭＭ估计法）

【结论】以模型（３）为“金标准”，模型（５）偏离
很远；模型（６）－（９）的质量都很高。

若再结合“复相关系数平方”等评价指标综合

评价，就本例而言，ＬＴＳ估计法所得的结果最稳健。
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