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【摘要】　 本文目的是介绍反应曲面回归分析的概念、作用以及用软件实现计算的方法。先介绍有关的基本概念，再介绍
基本原理，最后通过一个实例并基于 ＳＡＳ软件演示如何实施此分析方法。结果表明：①此法最适合用于需要确定多定量因素
的最佳生产条件的试验研究场合；②应用此法的前提条件是，参与试验研究的定量因素已经过专业和统计学方法严格筛选并
被保留下来，而且它们之间的全部或大多数二次项和交叉乘积项都具有统计学意义。
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１　 概　 　 述

１． １　 何为反应曲面回归分析

　 　 就是在构建二重线性回归模型时，引入两个自
变量的平方项和交叉乘积项，所构建的二重线性回

归模型实际上是三维空间（ｘ１，ｘ２，ｙ）中的一个二次
曲面。由于此曲面的纵轴代表的是因变量（常被称

为“响应变量”），故称此曲面为“响应曲面”或“反

应曲面”。也就是说，ｙ是关于（ｘ１，ｘ２）的二次函数。
若自变量的个数多于 ２ 个，所形成的二次函数就应
该被称为“超反应曲面回归模型”了。二次反应曲

面回归模型如下面的式（１）和（２）所示：
ｙ ＝ ｆ（ｘ１，ｘ２） （１）
ｙ ＝β０ ＋β１ｘ１ ＋β２ｘ２ ＋β３ｘ

２
１ ＋β４ｘ

２
２ ＋β５ｘ１ｘ２ ＋ ε （２）

在式（１）和（２）中，ｙ 为定量的结果变量，即“因
变量”或“响应变量”；ｘ１、ｘ２ 为两个原因变量，即自

变量，在实际的多因素试验研究中，它们通常是对试

验结果 ｙ有重要影响的试验条件。

１． ２　 反应曲面回归分析应用的场合

一般来说，反应曲面回归分析应用在下列场合：

在一个化学或物理或生物学试验研究中，涉及

到两个或两个以上定量影响因素（即自变量），当各

定量因素分别取一个特定水平时就构成了一个特定

的“试验条件”。设有一个定量评价指标 ｙ，则在任
何一个特定条件下做试验，ｙ 就会有一个取值。假
定研究者在 ｎ 个特定试验条件下分别做了 ｍ 次独
立重复试验（若 ｍ ＝ １ 就代表各试验条件下只做了
一次试验），此时，研究者最希望得到的结果是：

①用一个二次方程式来定量反映因变量 ｙ随自变量
变化而变化的依赖关系；②各自变量分别取什么值
（或水平）时，因变量 ｙ 可以取得“最大值”或“最小
值”。以前述的两点为分析目的的“回归分析”被称

为“反应曲面回归分析”［１］。
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简而言之，反应曲面回归分析常应用于确定一

个定量多因素的试验研究中的“最佳生产条件”或

“最佳工艺配方”，即在各定量因素分别取什么水平

时做试验，其试验结果的取值最好（高优指标时，希

望结果取得最大值，如产量；低优指标时，希望结果

取得最小值，如能源消耗量）。

１． ３　 反应曲面回归分析的原理

１． ３． １　 相关基本概念

１． ３． １． １　 等高线

　 　 顾名思义，等高线就是在距离某个水平面相等
高度上绘出的一条线。可以设想：一个技术非常高

超的飞行员在距离某岛屿一万米的高空中绕着此岛

屿飞行一周，飞机尾部喷出的白色雾所形成的“图

案”就是一条等高线（高度为一万米）。

用数学语言可描述如下：在一个三维直角坐标

系中，把一个二次反应曲面想像成一个“圆顶草

帽”，若用一把锋利的锯子在距离坐标平面 ｋ 个单
位的高度上去平行地切割“圆顶草帽”（即具有高低

起伏的曲面），其切口就是一个环形的曲线，它就是

该曲面在 ｙ ＝ ｋ时的等高线；当 ｋ在 ｙ的取值范围内
取一系列数值时，就形成了一系列的等高线。研究

者根据这些等高线的形状，就可比较清楚地看出：反

应曲面在二维平面上呈现出来的且在各个方向上的

变化情况。

１． ３． １． ２　 稳定点

反应曲面上的稳定点包括极大值点、极小值点

和鞍点。

何为极大值点？若（ｘ１０，ｘ２０）为极大值点，在包
含（ｘ１０，ｘ２０）的任何一个小区域内的任何一点（ｘ１ｉ，
ｘ２ｉ），都满足 ｆ（ｘ１０，ｘ２０）＞ ｆ（ｘ１ｉ，ｘ２ｉ），这里，ｙ ＝ ｆ（ｘ１０，
ｘ２０）就是（ｘ１，ｘ２）＝（ｘ１０，ｘ２０）时 ｙ 能取到的极大值；
若前面所提及的“小区域”是两个自变量变化的整

个区域，则此极大值就是最大值。

同理，若（ｘ１０，ｘ２０）为极小值点，在包含（ｘ１０，ｘ２０）
的任何一个小区域内的任何一点（ｘ１ｉ，ｘ２ｉ），都满足
ｆ（ｘ１０，ｘ２０）＜ ｆ（ｘ１ｉ，ｘ２ｉ），这里，ｙ ＝ ｆ（ｘ１０，ｘ２０）就是（ｘ１，
ｘ２）＝（ｘ１０，ｘ２０）时 ｙ能取到的极小值；若前面所提及
的“小区域”是两个自变量变化的整个区域，则此极

小值就是最小值。何为鞍点？若（ｘ１０，ｘ２０）为鞍点，
在包含（ｘ１０，ｘ２０）的任何一个小区域内的任何一点
（ｘ１ｉ，ｘ２ｉ），都不一定满足 ｆ（ｘ１０，ｘ２０）＞ ｆ（ｘ１ｉ，ｘ２ｉ）或
ｆ（ｘ１０，ｘ２０）＜ ｆ（ｘ１ｉ，ｘ２ｉ）。也就是说，ｙ ＝ ｆ（ｘ１０，ｘ２０）的

数值与其邻近点上的数值谁大谁小是不确定的，可

能存在方向性，即在某些方向上，鞍点可能属于极大

值点；而在另一个方向上，鞍点可能属于极小值点。

１． ３． ２　 计算原理

反应曲面回归模型的构建，若采用 ＳＡＳ 中 ＲＥＧ
过程来实现，需要引入全部自变量的二次项和交叉

乘积项，参见文献［２］；若采用 ＳＡＳ 中 ＲＳＲＥＧ 过程
来实现，则非常简单（参见表 １ 后面的 ＳＡＳ 程序）。
仍可以采用最小平方法原理推导出正规方程组，通

过求解此方程组可以获得模型（１）中参数（即截距
项和回归系数）的估计值。

进行反应曲面回归分析的关键是如何对所构建

的二次反应曲面回归模型进行分析，它涉及到“等

高线”“稳定点”等的计算，因篇幅所限，需要时可查

阅有关文献［３］。

２　 基于 ＳＡＳ进行反应曲面回归分析

２． １　 问题与数据结构

　 　 设有一个化学试验，涉及到反应温度（ｔｅｍｐ）和作
用时间（ｔｉｍｅ），受试对象为用于化学试验的“样品”。
当温度和时间分别取某特定值时，就构成了一个特定

的试验条件，试验之后，定量的试验结果“巯基苯并噻

唑”（ＭＢＴ）就会有一个具体的取值。某研究者考虑了
“４． ０、６． ３、１２． ０、１７． ７ 和 ２０． ０”（ｈ）５ 个不同的反应时
间，又考虑了“２２０、２２９、２５０、２７１和２８０”（℃）５个不同的
温度。两个试验因素全部水平组合共有 ２５种，某研究
者只选取了其中一部分试验条件进行试验，其因素水

平组合及其试验结果见表 １。

表 １　 在不同反应时间和温度条件下进行某化学试验
得到某种物质的产率 ＭＢＴ的结果

反应时间（ｈ） 温度（℃） 定量结果 ＭＢＴ（％）

４． ０ ２５０ ８３． ８

２０． ０ ２５０ ８１． ７

１２． ０ ２５０ ８２． ４

１２． ０ ２５０ ８２． ９

１２． ０ ２２０ ８４． ７

１２． ０ ２８０ ５７． ９

１２． ０ ２５０ ８１． ２

６． ３ ２２９ ８１． ３

６． ３ ２７１ ８３． １

１７． ７ ２２９ ８５． ３

１７． ７ ２７１ ７２． ７

４． ０ ２５０ ８２． ０

注：表 １ 对应的试验及资料摘自 ＳＡＳ ９． ３ 软件 ＲＳＲＥＧ过程的第 １ 个
“样例”
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【说明】在表 １ 的每一行中，反应时间与温度分
别取不同数值时，构成一个特定的试验条件（被称

为试验点或设计点），完全不同的试验条件（试验点

或设计点）只有 ９ 个，因为（４． ０，２５０）出现了两次、
（１２． ０，２５０）出现了三次。

２． ２　 研究目的与内容

研究目的：试通过分析表 １ 中的资料，求出在反
应时间和温度分别取什么数值条件下，所得到的产

率 ＭＢＴ最高。这样的研究目的常被称为“最优生产
条件的确定”问题。

研究内容：以结果变量 ＭＢＴ 为因变量，以反应
温度（ｔｅｍｐ）和作用时间（ｔｉｍｅ）为两个试验因素（或
自变量），构建“二次反应曲面回归模型”；通过此曲

面模型，洞察其表现，即绘制出“等高线”图、找出其

“稳定点”；若“稳定点”为“极值点”，再进一步求出

具体的“极大值”或“极小值”。

２． ３　 所需要的 ＳＡＳ程序

所需要的 ＳＡＳ程序如下：
ｄａｔａ ａ；
　 ｉｎｐｕｔ Ｔｉｍｅ Ｔｅｍｐ ＭＢＴ；
　 ｌａｂｅｌ Ｔｉｍｅ ＝“Ｒｅａｃｔｉｏｎ Ｔｉｍｅ （Ｈｏｕｒｓ）”
　 　 Ｔｅｍｐ ＝“Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ （Ｄｅｇｒｅｅｓ Ｃｅｎｔｉｇｒａｄｅ）”
　 　 ＭＢＴ ＝“Ｐｅｒｃｅｎｔ Ｙｉｅｌｄ Ｍｅｒｃａｐｔｏｂｅｎｚｏｔｈｉａｚｏｌｅ”；
ｄａｔａｌｉｎｅｓ；
（此处输入表 １ 中 １２ 行 ３ 列数据）
；

ｒｕｎ；
ｏｄｓ ｇｒａｐｈｉｃｓ ｏｎ；
ｐｒｏｃ ｒｓｒｅｇ ｄａｔａ ＝ ａ ｐｌｏｔｓ ＝（ｒｉｄｇｅ ｓｕｒｆａｃｅ）；
　 ｍｏｄｅｌ ＭＢＴ ＝ Ｔｉｍｅ Ｔｅｍｐ ／ ｌａｃｋｆｉｔ；

　 ｒｉｄｇｅ ｍａｘ；
ｒｕｎ；
ｏｄｓ ｇｒａｐｈｉｃｓ ｏｆｆ；

【ＳＡＳ 程序说明】调用 ＲＳＲＥＧ 过程进行“反应
曲面回归分析”；“ｐｌｏｔｓ ＝（ｒｉｄｇｅ ｓｕｒｆａｃｅ）；”要求系统
对反应曲面进行“岭分析”，即呈现出“等高线图”和

“稳定点”；“ｌａｃｋｆｉｔ”要求系统进行“失拟检验”，即检
验可否用“多重线性回归模型”取代“二次反应曲面

回归模型”；“ｒｉｄｇｅ ｍａｘ”要求系统求出响应曲面上
因变量的“最大值”。

２． ４　 ＳＡＳ输出结果及其解释

变量“ＭＢＴ”的响应曲面：Ｐｅｒｃｅｎｔ
Ｙｉｅｌｄ Ｍｅｒｃａｐｔｏｂｅｎｚｏｔｈｉａｚｏｌｅ

响应均值 ７９． ９１６６６７

均方根误差 ４． ６１５９６４

Ｒ２ ０． ８００３

偏差系数 ５． ７７６０

以上是关于因变量 ＭＢＴ的有关计算结果。

回归 自由度 Ｉ型平方和 Ｒ２ Ｆ值 Ｐｒ ＞ Ｆ

线性 ２ ３１３． ５８５８０３ ０． ４８９９ ７． ３６ ０． ０２４３

二次 ２ １４６． ７６８１４４ ０． ２２９３ ３． ４４ ０． １００９

叉积 １ ５１． ８４００００ ０． ０８１０ ２． ４３ ０． １６９８

总模型 ５ ５１２． １９３９４７ ０． ８００３ ４． ８１ ０． ０４１０

　 　 以上是关于整个二次反应曲面回归模型和其中
各部分的假设检验结果：总模型具有统计学意义

（Ｆ ＝ ４． ８１，Ｐ ＝ ０． ０４１），线性部分（即 Ｔｅｍｐ 和 Ｔｉｍｅ
的一次项）具有统计学意义，两个平方项和一个交

叉乘积项均无统计学意义。

残差 自由度 平方和 均方 Ｆ值 Ｐｒ ＞ Ｆ
缺少拟合 ３ １２４． ６９６０５３ ４１． ５６５３５１ ３９． ６３ ０． ００６５
纯误差 ３ ３． １４６６６７ １． ０４８８８９
总误差 ６ １２７． ８４２７２０ ２１． ３０７１２０

　 　 以上是关于“失拟检验”的结果：线性不能描述的
部分（即拟合失败部分）具有统计学意义（Ｆ ＝ ３９． ６３，

Ｐ ＝ ０． ００６５），说明有必要构建二次反应曲面回归
模型。

参数 自由度 估计值 标准误差 ｔ值 Ｐｒ ＞ ｜ ｔ ｜ 代码数据的参数估计值

截距 １ － ５４５． ８６７９７６ ２７７． １４５３７３ － １． ９７ ０． ０９６４ ８２． １７３１１０
Ｔｉｍｅ １ ６． ８７２８６３ ５． ００４９２８ １． ３７ ０． ２１８８ － １． ０１４２８７
Ｔｅｍｐ １ ４． ９８９７４３ ２． １６５８３９ ２． ３０ ０． ０６０８ － ８． ６７６７６８

Ｔｉｍｅ*Ｔｉｍｅ １ ０． ０２１６３１ ０． ０５６７８４ ０． ３８ ０． ７１６４ １． ３８４３９４
Ｔｅｍｐ*Ｔｉｍｅ １ － ０． ０３００７５ ０． ０１９２８１ － １． ５６ ０． １６９８ － ７． ２１８０４５
Ｔｅｍｐ*Ｔｅｍｐ １ － ０． ００９８３６ ０． ００４３０４ － ２． ２９ ０． ０６２３ － ８． ８５２５１９

７０２
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　 　 以上呈现出二次反应曲面回归模型中各项的假设 检验结果，各项对应的 Ｐ均 ＞０．０５。这个结果并不理想。

因子 自由度 平方和 均方 Ｆ值 Ｐｒ ＞ Ｆ 标签

Ｔｉｍｅ ３ ６１． ２９０９５７ ２０． ４３０３１９ ０． ９６ ０． ４７０４ Ｒｅａｃｔｉｏｎ Ｔｉｍｅ （Ｈｏｕｒｓ）

Ｔｅｍｐ ３ ４６１． ２５０９２５ １５３． ７５０３０８ ７． ２２ ０． ０２０５ Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ （Ｄｅｇｒｅｅｓ Ｃｅｎｔｉｇｒａｄｅ

　 　 以上是对涉及“Ｔｉｍｅ”的三项合并的总评价（无
统计学意义，Ｆ ＝０． ９６，Ｐ ＝０． ４７０４）、对涉及“Ｔｅｍｐ”的
三项合并的总评价（Ｆ ＝ ７． ２２，Ｐ ＝ ０． ０２０５），此结果
表明：仅温度（Ｔｅｍｐ）对试验结果（ＭＢＴ）的影响具有
统计学意义。

自变量不同水平组合下因变量 ＭＢＴ 的最大值
及其标准误见表 ２。

表 ２　 自变量不同水平组合下因变量 ＭＢＴ的最大值及其标准误

编码半径 估计响应 标准误差
未编码因子值

Ｔｉｍｅ Ｔｅｍｐ

０． ０ ８２． １７３１１０ ２． ６６５０２３ １２． ００００００ ２５０． ００００００

０． １ ８２． ９５２９０９ ２． ６４８６７１ １１． ９６４４９３ ２４７． ００２９５６

０． ２ ８３． ５５８２６０ ２． ６０２２７０ １２． １４２７９０ ２４４． ０２３９４１

０． ３ ８４． ０３７０９８ ２． ５３３２９６ １２． ７０４１５３ ２４１． ３９６０８４

０． ４ ８４． ４７０４５４ ２． ４５７８３６ １３． ５１７５５５ ２３９． ４３５２２７

０． ５ ８４． ９１４０９９ ２． ４０４６１６ １４． ３７０９７７ ２３７． ９１９１３８

０． ６ ８５． ３９００１２ ２． ４１０９８１ １５． ２１２２４７ ２３６． ６２４８１１

０． ７ ８５． ９０６７６７ ２． ５１６６１９ １６． ０３７８２２ ２３５． ４４９２３０

０． ８ ８６． ４６８２７７ ２． ７５２３５５ １６． ８５０８１３ ２３４． ３４４２０４

０． ９ ８７． ０７６５８７ ３． １３０９６１ １７． ６５４３２１ ２３３． ２８４６５２

１． ０ ８７． ７３２８７４ ３． ６４８５６８ １８． ４５０６８２ ２３２． ２５６２３８

　 　 由表 ２可知：当 Ｔｉｍｅ ＝ １８． ４５１、Ｔｅｍｐ ＝ ２３２． ２５６
时，因变量 ＭＢＴ ＝ ８７． ７３３ 为各种水平组合条件下
的“最大值”。

图 １　 具有设计点的“ＭＢＴ”的响应等高线
注：图 １ 左边纵坐标轴为“Ｒｅａｃｔｉｏｎ Ｔｉｍｅ（ｈ）”，即“反应时间（ｈ）”；右

边纵坐标轴为“标准误差”；横坐标轴为“Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ（Ｄｅｇｒｅｅｓ Ｃｅｎｔｉ-

ｇｒａｄｅ）”，即“温度（摄氏度）”

　 　 在图 １ 中出现了 ９ 个“圆圈”，它们代表表 １ 中
９ 个不同的“设计点（或试验点）”。图中的“弧线”
反映了某些“设计点”及其附近“未做试验的点”对

应的结果变量（ＭＢＴ）的等高线。现以图 １ 左上角
标注“９０”的那条“弧线”为例，说明“等高线”的含
义：“９０”代表“结果变量（ＭＢＴ）的取值为 ９０”之意，
“弧线”代表横坐标轴上的“温度”的变化范围大约

在（２２０，２３５）之间，而纵坐标轴上的“反应时间”的
变化范围大约在 ２０℃以上。读者可以尝试去解释
标注“８０”的两条等高线的含义，此处不再赘述。

【说明】在上面的输出结果中有这样一个结果：“两

个平方项和一个交叉乘积项均无统计学意义”，这个结

果提示：本例的试验研究中所涉及的两个定量因素对

定量结果的影响不存在“二次项”效应，换句话说，基于

本例资料，不需要采用反应曲面回归模型，而只需要采

用“一元二重线性回归模型（用几何学来理解，就是一

个二维平面，而不是一个三维曲面）”。若果真这样做，

就不存在“反应曲面”了，也就不存在因变量的“最大

值”或“最小值”了。由此得出如下推论：

（１）反应曲面回归分析最适合用于需要确定多
定量因素的最佳生产条件的试验研究场合。

（２）应用此法的前提条件是：参与试验研究的
定量因素已经过专业和统计学方法严格筛选并被保

留下来，并且它们之间的全部或大多数二次项和交

叉乘积项都具有统计学意义。

参考文献

［１］　 胡良平． Ｗｉｎｄｏｗｓ ＳＡＳ ６． １２ ＆ ８． ０ 实用统计分析教程［Ｍ］． 北

京：军事医学科学出版社，２００１：５７４ － ５８３．

［２］　 胡良平． 主成分分析应用（Ⅰ）———主成分回归分析［Ｊ］． 四

川精神卫生，２０１８，３１（２）：１２８ － １３２．

［３］　 王万中． 试验的设计与分析［Ｍ］． 北京：高等教育出版社，

２００７：３１８ － ３２６．

（收稿日期：２０１８ － ０５ － ０３）

（本文编辑：唐雪莉）

８０２

ｈｔｔｐ：／ ／ ｗｗｗ． ｐｓｙｃｈｊｍ． ｎｅｔ． ｃｎ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 四川精神卫生 ２０１８ 年第 ３１ 卷第 ３ 期

万方数据


