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【摘要】 本文目的是介绍方差齐性检验与 SAS实现。方差齐性检验可分为以下三类：①直接基于方差比较的方差分析

法；②对原始数据经过变量变换后的新数据采取基于均值比较的方差分析法；③对符合正态分布的定量原始数据采取 χ2检验

法。在第一类中，直接基于两样本方差比构造出服从F分布的检验统计量；在第二类中，对原始数据有多种不同的变量变换方

法，对变换后的新数据进行单因素多水平设计一元定量资料方差分析；在第三类中，对服从正态分布的定量资料构造χ2检验统

计量。本文基于SAS软件对三个实例进行方差齐性检验，并对输出结果作出解释。
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【Abstract】 The purpose of the paper was to introduce the test for homoscedasticity and the SAS implementation. The test of
homogeneity of variance could be divided into the following three categories，①analysis of variance directly based on comparison of
variances，②analysis of variance based on mean comparison was adopted for the new data from the variable transformation of the
original data，③the method of the χ2 test was used to analyze the quantitative raw data which followed the normal distribution. In the
first category，a test statistic that followed the F distribution was constructed directly based on the variance ratio of the two samples. In
the second category，there were a variety of different variable transformation approaches for the original data，and the new data after
the transformation，which was viewed as the univariate quantitative data collected from a single-factor with multi-level design，was
analyzed by using one-way ANOVA. In the third category，the χ2 test statistic was constructed for quantitative data that followed the
normal distribution. The paper was based on SAS software to test the homogeneity of variances of three examples，and explained the
output results.

【Keywords】 Test of homogeneity of variance；Analysis of variance；Variable transformation；Normal distribution；F distribution
方差齐性检验就是检验某试验因素两个水平

或多个水平下观测的定量数据所代表的总体方差

是否相等，它是定量资料均值比较的重要前提条件

之一。通常，方差齐性检验分为单因素两水平设计

与单因素多水平设计下一元定量资料方差齐性检

验两种情形。在第一种情形下，只有一种F检验法；

而在第二种情形下，有三种F检验法和一种 χ2检验

法。本文将介绍前述提及的五种方差齐性检验法，

并通过三个实例和 SAS软件实现各种方差齐性

检验。

1 五种方差齐性检验方法

1. 1 概述

在进行两个或多个均值比较时，若希望采用经

典统计学中的参数检验法［（包括Z检验、t检验和方

差分析（或称F检验）］，定量资料应满足三个前提条

件：独立性、正态性和方差齐性。当只有一个两水

平的试验因素时，方差齐性检验的方法比较简单，

只需要用较大的样本方差除以较小的样本方差，依

据F分布，就可推断两总体方差是否相等；然而，当
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只有一个试验因素且水平数大于 2时，就不适合采

取前述的方法进行方差齐性检验。SAS/STAT的

GLM过程［1］中介绍了四种方差齐性检验方法，将在

下文进行阐述。

当试验研究涉及多个试验因素时，传统的做法

仍然是对每一个试验因素分别进行方差齐性检验。

若采用混合效应模型进行方差分析，在 SAS/STAT
的MIXED过程中，改变了思路，不直接检验各前提

条件是否满足，而是假设给定的定量资料具有某种

“方差和协方差结构”。基于特定的假设去构造混

合效应模型，并计算一系列衡量模型对给定定量资

料拟合效果的评价指标或统计量。分别采用多种

可能的“方差和协方差结构”对同一个资料进行建

模，最后，依据前述提及的评价指标的数值来确定

哪个混合效应模型能最好地拟合给定的资料［1-2］。

1. 2 两总体方差齐性检验

设较大样本方差记为 s21 = SS1 df1，较小样本方

差记为 s22 = SS2 df2，构造检验统计量见式（1）［3］：

F = s21
s22
= SS1 df1
SS2 df2

~F( )df1，df2
（1）

式（1）中，F服从分子自由度为 df1、分母自由度

为 df2的F分布。拒绝域：F≥F（1－α/2）（df1，df2），则 p≤α（注：

此时宜采用双侧检验）。

两总体方差齐性检验属于双侧检验，而通常的

基于均值比较的方差分析（F检验）属于单侧检验。

理由如下：在方差齐性检验中，无效假设为两总体

方差相等。若拒绝此无效假设，就意味着两总体方

差不等，此时，第 1个总体方差可能大于第 2个总体

方差，也可能小于第 2个总体方差；而在基于均值比

较的方差分析（F检验）中，无效假设为各组均值相

等，在此假设成立的条件下，所构造的检验统计量F
的分子为“组间方差”，分母为“组内方差（或误差方

差）”。通常检验统计量F的分子大于等于分母，故

此时宜采用单侧检验。

1. 3 多总体方差齐性检验

1. 3. 1 Bartlett’s χ2检验

Bartlett提出了一种等方差检验，这是对正态理

论似然比检验的修正。用于方差齐性检验的

Bartlett’s χ2检验的原理如下［3-4］。设有 k个总体，每

个总体的方差为 σ2
1，σ

2
2，⋯，σ2

k
，则建立检验假设如

下，H0：σ2
1 = σ2

2 = ⋯ = σ2
k
；H1：k个总体方差不等或

不全相等。构造检验统计量见式（2）：

χ 2 = 2.3026 q
h
~χ 2( )k - 1 （2）

式（2）中，若 k个样本均来自独立的正态分布总

体，则 χ2服从自由度为 df=k-1的 χ2分布；拒绝域为

χ 2 ≥ χ 2( )1 - α ( )k - 1。q和h分别见式（3）、式（4）：

q=(N - k )lg S2p -∑
i=1

k (ni -1)lg s2i （3）

h= 1+ 1
3(k- 1) ( )∑

i= 1

k 1
ni - 1 -

1
N - k （4）

式（3）中，“lg”代表取以 10为底的常用对数，ni
代表从第 i个总体中抽取样本的样本含量，N代表总

样本含量，s2i 为第 i个总体的样本方差，S2p为合并的

样本方差，其计算见式（5）：

S2p =
∑
i = 1

k (ni - 1) s2i
N - k （5）

Bartlett’s χ2检验可以通过 SAS软件实现：调用

SAS/STAT中的GLM过程时，在其内的MEANS语句

的选项中加上“HOVTEST=BARTLETT”［1］。
1. 3. 2 Levene’s F检验

导致对基础分布更稳健的检验方法是转换因

变量的原始值以导出离散变量，然后对该变量进行

方差分析。方差同质性检验的显著性水平是离散

变量方差分析F检验的P值。除Bartlett方差齐性检

验外，PROC GLM中可用的所有方差齐性检验均使

用此方法［1，4］。

Levene’s检验被广泛认为是方差的标准同质性

检验（HOVTEST=Levene选项）。Levene’s检验采用

前面讨论的离散变量方差分析形式，其中离散变量

为以下任一项：

z2ij =(yij - ȳ i) 2 (默认：TYPE=SQUARE) （6）
zij =| yij - ȳ i |(TYPE=ABS) （7）
采用式（6）或式（7）对原始数据 yij做变量变换

后，得到新数据 zij。然后直接对新数据采用单因素 k
水平设计一元定量资料方差分析，对应的检验统计

量见式（8）：

F =
(N - k )∑

i = 1

k

Ni ( z̄ i. - z̄ .. )2

(k - 1)∑
i = 1

k∑
j = 1

Ni ( zij - z̄ i. )2
（8）

在式（8）中，F服从分子自由度为 k-1、分母自由

度为N-k的F分布。
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1. 3. 3 O'Brien’s F检验

O'Brien提出了一个检验（HOVTEST=OBRIEN），
它基本是对 Levene方法的一种修改，使用式（9）等

号左边的离散变量［1，4］：

zWij = ( )W + ni - 2 ni ( )yij - ȳ i 2 -W ( )ni - 1 σ2
i

( )ni - 1 ( )ni - 2
（9）

式（9）中，ni是第 i组的样本大小，σ2
i 是其样本方

差。可以使用括号中的W=选项［例如：HOVTEST=
OBRIEN（W=0. 5）］来调整O'Brien的离散变量 zWij，以
匹配设定分布的可疑峰度。默认情况下，W=0. 5［1］。
将式（9）代入式（8），就可实现对新变量 zWij 进行方差

分析，但其结果是O'Brien’s方差齐性检验的结果。

1. 3. 4 Brown-Forsythe’s F检验

Brown和Forsythe建议使用式（10），即组中位数

的绝对偏差［1，4］：

zBFij = || yij - mi （10）
在式（10）中，mi是第 i组的中位数。可以使用

HOVTEST=BF选项指定此检验。将式（10）代入式

（8），就可以实现对新变量 zBFij 进行方差分析，其结果

是Brown-Forsythe’s方差齐性检验的结果。

如果其中一项检验拒绝方差同质性假设，则应

使用Welch’s方差分析而不是通常的方差分析来检

验组间均值的差异。然而，只有当使用一个稳健的

方差齐性检验（即不适用于HOVTEST=BARTLETT）
时，这个结论才成立；即使如此，任何方差齐性检验

的能力都太小，无法始终检验Welch’s方差分析是

否合适［1］。

2 用SAS实现方差齐性检验

2. 1 问题与数据结构

【例 1】研究呼出气冷凝液中氮氧化物与哮喘发

病的关系。探讨哮喘急性发作期患者和健康体检者

呼出气冷凝液中氮氧化物的水平，了解其与哮喘发

病、病情变化及肺功能的关系。选取 13例哮喘急性

发作期患者和 13名健康体检者，两组重要的基础资

料比较差异均无统计学意义，哮喘急性发作期患者

与健康体检者的氧氮化物含量（单位：μmol/L）数据

如下［5］。哮喘急性发作组：0. 62、1. 28、1. 44、0. 26、
1. 19、1. 03、2. 11、1. 38、1. 40、1. 42、0. 96、2. 27、1. 55；
健康对照组：0. 93、0. 68、0. 54、0. 18、0. 82、0. 88、
0. 54、1. 00、0. 94、0. 31、0. 72、0. 25、0. 88。试问两组

定量资料所取自的两个总体的方差是否相等？

【例 2】抽样测定了 32名蓄电池厂工人的尿ALA
（尿氨基-γ-酮戊酸）含量（单位：μmol/L），平均值为

53. 8662，方差为 2460. 4768；测定了 6名化工厂工人

的尿ALA含量，平均值为 26. 5640，方差为 52. 6150。
试问两厂工人尿ALA含量的方差是否相等［3］？

【例 3】宾夕法尼亚大学一项嗅觉鉴定测试［1］，

旨在探索年龄和性别与嗅觉的关系。共有 180名
20~89岁的受试者暴露于 40种不同的气味中，对于

每种气味，受试者被要求从四个词中选择一个最能

描述该气味的词。Freeman-Tukey修正的反正弦变

换用于正确识别气味的比例，得出嗅觉指数。将受

试者分为五个年龄组：年龄≤25岁、25岁<年龄≤40
岁、40岁<年龄≤55岁、55岁<年龄≤70岁、年龄>70岁。

设年龄分组变量为 agegroup，嗅觉指数变量为 smell。
试验数据较多，此处从略，参见文献［1］。试检验五

个年龄组受试对象嗅觉指数的方差是否相等？

2. 2 对例1的分析与解答

【分析与解答】这是一个单因素两水平设计（常

简称为成组设计）一元定量资料，若希望采用单因

素两水平设计一元定量资料 t检验，需要先检查前

提条件是否满足，方差齐性检验是其中的一个。设

所需要的SAS程序如下：

data a；
input g$ n；
do i=1 to n；
input x @@；output；
end；
cards；
jxfz 13
0. 62 1. 28 1. 44 0. 26 1. 19 1. 03 2. 11
1. 38 1. 40 1. 42 0. 96 2. 27 1. 55
jk 13
0. 93 0. 68 0. 54 0. 18 0. 82 0. 88 0. 54
1. 00 0. 94 0. 31 0. 72 0. 25 0. 88
；

run；
proc ttest cochran；
var x；
class g；
run；
【SAS 程序说明】在以上程序中，只调用了

PROC TTEST过程，因为该过程中包含了两总体方

差齐性检验，但未对定量资料进行正态性检验。因
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此，还需要使用PROC UNIVARIATE过程实现正态性

检验；若资料不满足正态性和方差齐性，还需要调用

PROC NPAR1WAY过程对定量资料进行秩和检验。

【SAS输出结果及解释】

因 F=3. 67，df1=df2=12，P=0. 0328<0. 05，说明两

总体方差不等。

2. 3 对例2的分析与解答

【分析与解答】这是一个单因素两水平设计一

元定量资料（缺乏详细的原始数据），若希望采用单

因素两水平设计一元定量资料 t检验，需要先检查

前提条件是否满足，方差齐性检验是其中的一个。

设所需要的SAS程序如下：

data a；
var1=2460. 4768；
var2=52. 6150；
df1=31；df2=5；
F=var1/var2；
pc1=1-0. 05/2；
pc2=1-0. 01/2；
F005=FINV（pc1，df1，df2）；

F001=FINV（pc2，df1，df2）；

run；
proc print；
var var1 var2 F F005 F001；
run；
【SAS程序说明】由于缺乏详细的原始数据，无

法利用 SAS中的PROC TTEST过程实现方差齐性检

验，只能用两样本方差比的计算公式，并利用F分布

的分位数函数FINV（1－α/2，df1，df2）计算F分布曲线

下横坐标上的上侧临界值（按双侧检验来确定）［6］。

【SAS输出结果及解释】

在输出结果中，var1和 var2分别代表两个样本

方差，F=46. 7638为检验统计量的值，F005和 F001
代表与显著性水平 α分别等于 0. 05和 0. 01对应的

双侧检验的临界值。由F=46. 7638>F001=12. 6395，
故得到 P<0. 01，说明两总体方差不等。由于 var1=
2460. 48>var2=52. 615，说明蓄电池厂工人尿 ALA
含量的变异度大于化工厂工人尿ALA含量。

2. 4 对例3的分析与解答

【分析与解答】这是一个单因素五水平设计一

元定量资料，若希望采用单因素五水平设计一元定

量资料方差分析，需要先检查前提条件是否满足，

方差齐性检验是其中的一个。设所需要的SAS程序

如下：

data upsit；
input agegroup smell @@；

datalines；
1 1. 381 1 1. 322 1 1. 162 1 1. 275 1 1. 381 1

1. 275 1 1. 322
1 1. 492 1 1. 322 1 1. 381 1 1. 162 1 1. 013 1

1. 322 1 1. 322
（详细数据从略）

5 1. 098 5 1. 162 5 1. 040 5 0. 558 5 0. 960 5
1. 098 5 0. 884

5 1. 162 5 1. 098 5 0. 859 5 1. 275 5 1. 162 5
0. 785 5 0. 859

；

run；
proc glm data=upsit；
class agegroup；
model smell=agegroup；
means agegroup / hovtest=BARTLETT；
/*means agegroup / hovtest=BF；
means agegroup / hovtest=LEVENE；
means agegroup / hovtest=OBRIEN；*/
run；
【SAS 程 序 说 明】在 SAS 过 程 步 中 有 4 个

“MEANS语句”，分别代表 4种具体的方差齐性检验

方法。其中，后 3个被放置在注释语句“/* */”中，被

当作注释（不被 SAS系统执行）；每次只能让一个

“MEANS语句”处于可被执行的状态。

【SAS输出结果及解释】

第一，采用Bartlett’s方法进行方差齐性检验的

计算结果。

方法

折叠的F
分子自由度

12
分母自由度

12
F
3. 67

Pr>F
0. 0328

观测

1
var1

2460. 48
var2
52. 615

F
46. 7638

F005
6. 2202

F001
12. 6395

“agegroup”
的水平

1
2
3
4
5

数目

38
36
21
43
42

smell
均值

1. 31689474
1. 34513889
1. 30614286
1. 20109302
1. 05961905

标准差

0. 10365373
0. 10574232
0. 12748933
0. 21961425
0. 24594635
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以上呈现的是各年龄组 smell的平均值和标准

差的计算结果（注：第2列为样本含量）。

以上呈现的是采用 Bartlett’s方法对五组定量

资 料（smell）进 行 方 差 齐 性 检 验 的 结 果 ，其 中

χ 2Bartlett =47. 4240，df=4，P<0. 0001，说明该定量资料

不满足方差齐性要求。

第二，采用 Brown-Forsythe’s方法进行方差齐

性检验的计算结果。

以上呈现的是采用Brown-Forsythe’s方法对五

组定量资料（smell）进行方差齐性检验的结果，其中

F=5. 47，df=4，P<0. 0004，说明该定量资料不满足方

差齐性要求。

第三，采用 Levene’s方法进行方差齐性检验的

计算结果。

以上呈现的是采用Levene’s方法对五组定量资

料（smell）进行方差齐性检验的结果，其中 F=6. 35，
df=4，P<0. 0001，说明该定量资料不满足方差齐性

要求。

第四，采用O'Brien’s方法进行方差齐性检验的

计算结果。

以上呈现的是采用O'Brien’s方法对五组定量资

料（smell）进行方差齐性检验的结果，其中 F=6. 16，
df=4，P=0. 0001，说明该定量资料不满足方差齐性

要求。

3 讨论与小结

3. 1 讨论

当数据的基本分布为正态时，Bartlett’s χ2检验

具有准确的 I型错误率和最佳功效，但如果该分布

稍不正态，则可能不准确。因此，一般情况下，SAS
不建议使用 Bartlett’s χ2检验［1］。基于对原始定量

资料进行变量变换后的三种F检验（即Levene’s F检

验、O'Brien’s F检验和Brown-Forsythe’s F检验），对

于变换后的新数据而言，在本质上就是“基于均值

比较的方差分析”，实现了对原始数据的方差齐性

检验。采用以上 4种方法对本文例 1的定量资料进

行方差齐性检验，得到结果汇总如下：

Bartlett’s χ2检验法：χ2=4. 5524，df=1，P=0. 0329
（单侧概率）。Levene’s F检验法：F=3. 21，df1=1，df2=24，
P=0. 090（单侧概率）。Brown-Forsythe’s F检验法：

F=1. 64，df1=1，df2=24，P=0. 2131（单侧概率）。O'Brien’s
F 检 验 法 ：F=2. 86，df1=1，df2=24，P=0. 104（单 侧

概率）。

以上 4种检验结果仅Bartlett’s χ2检验的结果与

例1的基于方差比的检验结果完全一致，其他3种检

验得出了相反的结论。由于例 1的两组定量资料均

服从正态分布，故Bartlett’s χ2检验的结果精确度高。

3. 2 小结

本文对五种方差齐性检验的理论和方法进行

了详细介绍，呈现了两种具有不同数据结构的单因

素两水平设计一元定量资料，并采用两种途径实现

了方差齐性检验；对于单因素多水平设计一元定量

资料，基于 SAS中的 PROC GLM过程实现了三种 F
检验和一种χ2检验。
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“smell”的Bartlett方差齐性检验

源

agegroup
自由度

4
卡方

47. 4240
Pr>卡方

<0. 0001

“smell”的Brown-Forsythe方差齐性检验

组中位数的绝对离差方差分析

源

agegroup
误差

自由度

4
175

平方和

0. 3733
2. 9853

均方

0. 0933
0. 0171

F
5. 47

Pr>F
0. 0004

“smell”的Levene方差齐性检验组均值

的平方离差方差分析
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“smell”的O'Brien方差齐性检验O'Brien
散度变量的方差分析，W=0. 5
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