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【摘要】 本文目的是介绍正交设计及其定量资料的方差分析和 SAS实现。从自由度角度来划分，正交设计可分为饱和

正交设计与非饱和正交设计两类；从因素的水平数角度来划分，正交设计又可分为同水平正交设计与混合水平正交设计两类；

从规范化角度来划分，正交设计还可分为标准正交设计与非标准正交设计两类。对来自标准正交设计的定量资料，可采用

常规方法进行方差分析；而对来自非标准正交设计的定量资料，需要对方差分析方法做必要的改进。本文基于 3个实例，借助

SAS软件实现了无重复试验和有重复试验标准正交设计定量资料方差分析。
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【Abstract】 The purpose of this paper was to introduce the orthogonal design and its quantitative data analysis of variance and
the SAS implementation. From the perspective of degrees of freedom，the orthogonal design could be divided into the saturated
orthogonal design and the unsaturated orthogonal design. From the perspective of the number of factor levels，the orthogonal design
could be divided into the same level orthogonal design and the mixed level orthogonal design. From the perspective of normalization，
the orthogonal design could also be divided into the standard orthogonal design and the non-standard orthogonal design. Quantitative
data from the standard orthogonal designs could be analyzed by the conventional methods，while quantitative data from the non-
standard orthogonal designs needed to be improved. Based on three examples，this paper realized the quantitative data analysis of
variance with the standard orthogonal design without repeated experiments and with repeated experiments by means of the SAS
software.
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正交设计是安排多因素的一种高效方法，在满

足某些特定条件时，正确地运用正交设计，不仅可

以获得比较精准的试验结果，而且所需的样本含量

较少。本文将介绍正交设计的基本概念、设计方

法、计算公式以及基于 SAS软件实现正交设计定量

资料方差分析的方法。

1 基本概念

1. 1 正交

在几何学上，正交的意思是两条直线互相垂

直。在代数学上，若两个向量的内积（或称数量积）

等于 0，就定义这两个向量是互相正交的［1］。假设有

两个向量如下：a=（-1，-1，-1，-1，1，1，1，1），b=（-1，
1，-1，1，-1，1，-1，1）。将它们对应位置上的数字相

乘后求和，可记为（a，b）=-1×（-1）+（-1）×1+……+1×1
=0，它就是向量 a与向量 b的“内积”。于是，在数学

上，称上面两串数字排成的序列或向量是互相正

交的。

在统计学上，统计学家构造出一系列类似于上

面给出的“向量”，将它们排列在一张表格中，表格
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中任何两列数据的“内积”都等于 0，这种表格就叫

做正交表［2］。以 L8（27）正交表为例，其中“L”代表正

交表，数字“8”代表此表有 8行，数字“2”代表每列有

2个不同的水平，数字“7”代表此表有7列。L8（27）正

交表见表 1。表 1共有 7列，每列可以代表一个试验

因素的 2个水平各重复出现 4次的一种排列；实际

使用时，每列可以安排一个二水平因素，每行代表

全部因素的一种水平组合结果，例如，第 1行所有因

素都取“1水平”。若用“-1”取代表中的“2”，则表 1
中的任何两列的“内积”都等于0。

1. 2 正交设计

正交设计是利用一系列规格化的正交表来安

排各试验因素及其水平组合的方法。正交表是经

过严格的数学推导编制而成，正交表中的每一行代

表全部试验因素的一种水平组合，称为一个试验

点；正交表中的每一列代表一个试验因素（或交互

作用项）及其水平的排列和重复出现的情况，将全

部因素及其拟考察的交互作用项恰当地安排在正

交表的表头上，就叫做正交设计。

1. 3 正交设计的特点

正交设计有 4个突出特点：①由正交表挑选出

来的试验点在空间上具有“均匀分散性”；②由正交

表挑选出来的试验点在统计分析时具有“整齐可比

性”；③某些未包括在正交表中的试验点，可以通过

统计分析将其发现；④在某些假设（例如某些因素

之间的交互作用不存在或可以忽略不计，特定试验

条件下试验结果的稳定性很好）成立的条件下，正

交设计比其他多因素设计（排除均匀设计）所需的

样本含量更少。

1. 4 正交设计误差处理

在采用正交设计安排试验时，应预先考虑好如

何估计试验误差：在正交表中留有空白列（可用于

估计不同试验条件之间所产生的试验误差，被称为

第一类误差），或者在挑选出来的试验点上进行m
次独立重复试验（m≥2，可用于估计相同试验条件

下不同重复试验次数之间所产生的试验误差，被称

为第二类误差）。一般来说，第一类误差大于第二

类误差。在对资料进行方差分析时，若只有第一类

误差，就以其均方为分母，构造F检验统计量；若有

两类误差，就需要将它们的离均差平方和、自由度

分别进行合并，用合并后的离均差平方和除以合并

后的自由度，构造出误差的均方。误差项的自由度

越大（意味着所需要的样本含量越大），所得结论的

可信度就越高。

1. 5 正交表的种类

正交表可分为两大类：第一类是饱和正交表，

第二类是非饱和正交表，也称不完备正交表［3］。在

不做重复试验的饱和正交表中，总自由度=各列自

由度之和=表的行数－1，各列自由度=各列中不同

水平数－1。总自由度不等于各列自由度之和的正

交表，就是非饱和正交表。例如，在 L8（27）正交表

中，df总=8－1=7，每一列的自由度=2－1=1，7列自由

度之和=7，满足“总自由度=各列自由度之和”的要

求，故L8（27）正交表是饱和正交表。

根据正交表中各列的水平数是否相等，还可将

正交表分为同水平正交表与混合水平正交表［4-5］。

常见的同水平正交表有：二水平的正交表［L4（23）、

L8（27）、L16（215）、L32（231）、L64（263）］，三水平的正交表

［L9（34）、L27（313）、L81（340）］，四水平的正交表［L16（45）、

L64（421）］，五水平的正交表［L25（56）、L125（531）］。常见

混合水平的正交表有：L8（4×24）、L12（3×24）、L16（42×29）、

L16（43×26）、L18（2×37）、L18（6×36）、L27（9×39）、L32（45×216）、

L36（6×312）、L32（16×216）、L24（3×4×24）、L36（62×35×2）、

L32（8×46×26）。

有些混合水平正交表是非饱和正交表，例如，

在 L12（3×24）正交表中，总自由度=12－1=11，而各列

自由度之和=（3－1）+4×（2－1）=6。
2 正交设计定量资料一元方差分析的计算

公式

正交表的种类很多，且因素的个数、水平数以

及需要考察的交互作用项数都会随着具体问题发

生变化，还涉及是否进行重复试验。因此，无法给

出一个统一的正交设计定量资料一元方差分析计

表1 L8（27）正交表

Table 1 L8（27）Orthogonal table
试验号

1
2
3
4
5
6
7
8

列号： 1
1
1
1
1
2
2
2
2

2
1
1
2
2
1
1
2
2

3
1
1
2
2
2
2
1
1

4
1
2
1
2
1
2
1
2

5
1
2
1
2
2
1
2
1

6
1
2
2
1
1
2
2
1

7
1
2
2
1
2
1
1
2
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算公式。现假定在 L8（4×24）的前 3列上分别安排因

素A（4水平）、因素B（2水平）和因素C（2水平），扼

要介绍正交设计定量资料一元方差分析的计算思

路。计算正交表中每一列上的离均差平方和的方

法，与单因素两水平或多水平设计定量资料一元方

差分析计算组间离均差平方和的方法相同，可参见

文献［6］。

第一步，计算最后一列试验结果Y的总离均差

平方和。

SST =∑i = 1
8 (Y i - Ȳ) 2

=∑i = 1
8 Y2

i - 18 (∑i = 1
8 Y i ) 2 （1）

第二步，计算A、B、C列试验结果Y的总离均差

平方和。

SSA = 2∑j = 1
4 ( Ȳ j - Ȳ) 2 （2）

SSB = 4∑k = 1
2 ( Ȳk - Ȳ) 2 （3）

SSC = 4∑l = 1
2 ( Ȳ l - Ȳ) 2 （4）

第三步，计算误差E的离均差平方和。

SSE=SST－（SSA+SSB+SSC） （5）
第四步，计算总自由度和因素A、B、C的自由度

以及误差E的自由度。

dfT=8－1=7 （6）
dfA=4－1=3 （7）
dfB=dfC=2－1=1 （8）
dfE=7－（3+1+1）=2 （9）
第五步，计算误差的均方和因素 A、B、C的

均方。

MSE=SSE/dfE （10）
MSA=SSA/dfA （11）
MSB=SSB/dfB （12）
MSC=SSC/dfC （13）
第六步，计算与因素A、B、C对应的检验统计量

F的值。

FA=MSA/MSE （14）
FB=MSB/MSE （15）
FC=MSC/MSE （16）
若基于手工计算，需根据计算检验统计量F值

的分子和分母的自由度去查方差分析用的F临界值

表，再比较检验统计量 F值与其对应的 F临界值的

大小，做出统计推断。因篇幅所限，此处从略。本

文将基于SAS软件实现方差分析［7］。

3 正交设计定量资料一元方差分析的实例

与SAS实现

3. 1 实例与数据结构

【例1】某化工厂为了提高产品的收率，根据具体

情况和经验确定试验条件如下：因素A为反应温度

（A1=30℃，A2=40℃）；因素B为反应时间（B1=60 min，
B2=90 min）；因素C为两种原料比（C1=1∶1，C2=1. 5∶1）；
因素D为搅拌速度（D1=慢，D2=快）。选用 L8（27）正

交表安排上述 4个因素，试验结果见表 2［4］。试分析

哪些因素对收率Y的影响有统计学意义。

【例 2】某电解腐蚀试验考察 4个三水平因素（各

因素的具体含义从略），交互作用均不考虑。试验指

标为产品质量，按照规定标准进行综合评分。选用

L9（34）正交表安排试验，在每个试验条件下进行 3次
重复试验。试验安排和试验结果见表 3［3］。试分析

4个因素对试验结果的影响是否有统计学意义。

表2 4个试验因素对产品收率影响的试验结果

Table 2 Experimental results of the influence of four
experimental factors on the product yield

试验号

1
2
3
4
5
6
7
8

1
（A）
1（30℃）
1（30℃）
1（30℃）
1（30℃）
2（40℃）
2（40℃）
2（40℃）
2（40℃）

2
（B）

1（60 min）
1（60 min）
2（90 min）
2（90 min）
1（60 min）
1（60 min）
2（90 min）
2（90 min）

3 4
（C）
1（1∶1）
2（1. 5∶1）
1（1∶1）
2（1. 5∶1）
1（1∶1）
2（1. 5∶1）
1（1∶1）
2（1. 5∶1）

5 6 7
（D）
1（慢）

2（快）

2（快）

1（慢）

2（快）

1（慢）

1（慢）

2（快）

收率

（%）
75
84
81
83
80
84
72
77

注：表头上的“1~7”分别代表7列的编号

表3 4个三水平因素对电解腐蚀作用的正交设计及试验结果

Table 3 Orthogonal design and the experimental results of four
three-level factors on the role of the electrolytic corrosion

试验号

1
2
3
4
5
6
7
8
9

A
（1）
1
1
1
2
2
2
3
3
3

B
（2）
1
2
3
1
2
3
1
2
3

C
（3）
1
2
3
2
3
1
3
1
2

D
（4）
1
2
3
3
1
2
2
3
1

yi=（Xi-70）/5
y1
-1
0
-1
-3
-4
-6
4
3
-4

y2
-2
-1
0
-2
-5
-6
0
3
-1

y3
0
3
2
2
0
-6
-1
2
-1

注：表头上的“（1）~（4）”分别代表正交表上的 4个列号；各行上最后

3个数据是重复试验的结果，原文为简化计算，对原始数据X进行了

变量变换，用 y1、y2、y3表示
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【例 3】某农业科研所为了提高小麦产量，拟考

察A、B、C三个因素对小麦亩产的影响。各因素各

水平的含义如下：因素A为品种，有 4个水平，1~4分
别代表泰山 4号、济 6矮、矮秆早、139号；因素 B为

施肥量，有 2个水平，1和 2分别代表高肥和低肥；因

素 C为播种期，有 2个水平，1和 2分别代表早播和

晚播。试验安排和试验结果见表 4［5］。试分析三个

因素对小麦亩产Y的影响是否有统计学意义？

3. 2 用SAS实现方差分析

3. 2. 1 对例1的分析与解答

【分析与解答】所需要的SAS程序如下：

data a1；
input A B C D y；
cards；
1 1 1 1 75
1 1 2 2 84
（详细数据见表2的后6行）

；

run；
proc anova data=a1；
class A B C D；
model y=A B C D；
/* model y=A B C A*B；
model y=C A*B；
model y=C；*/
run；
【SAS程序说明】在SAS过程步中，有四个“model

语句”，第一个是可执行的，后三个放在注释语句

“/* */”中是不可执行的。每次运行 SAS程序，只能

让一个“model语句”处于可执行状态。

【SAS输出结果及解释】

由第一个“model语句”的输出结果可知，4个因

素均无统计学意义，其中，因素D的作用最小。因篇

幅所限，具体输出结果从略，下同。

由第二个“model语句”的输出结果可知，因素C
（F=11. 54，P=0. 042 6）和交互作用项A*B（F=11. 54，
P=0. 04 26）具有统计学意义，而因素 A（F=2. 88，
P=0. 188 0）和因素B（F=2. 88，P=0. 188 0）均无统计

学意义。

由第三个“model语句”的输出结果可知，因素C
（F=11. 54，P=0. 042 6）具有统计学意义，而交互作

用项A*B（F=5. 77，P=0. 092 0）无统计学意义。

由第四个“model语句”的输出结果可知，当模

型中仅有因素C时，它对定量观测结果的影响变得

无统计学意义（F=3. 41，P=0. 114 4）。

由以上分析过程和结果可知：多因素方差分析

结果是相对的，不是一成不变的。因为随着模型中

待分析的项的改变（在本质上，是模型误差的均方

在改变），各因素及交互作用项的统计显著性也会

发生变化。

3. 2. 2 对例2的分析与解答

【分析与解答】所需要的SAS程序如下：

data a2；
input A B C D y1 y2 y3；
y=y1；output；
y=y2；output；
y=y3；output；
cards；
1 1 1 1 -1 -2 0
1 2 2 2 0 -1 3
（详细数据见表3的后7行）

；

run；
proc anova data=a2；
class A B C D；
model y=A B C D；
means A B C D；
run；
proc anova data=a2；
class A B D；
model y=A B D；
run；

表4 3个因素对小麦亩产影响的正交设计及试验结果

Table 4 Orthogonal design and the experimental results of the
influence of three factors on the wheat yield per mu

试验号

1
2
3
4
5
6
7
8

A
（1）
1
1
2
2
3
3
4
4

B
（2）
1
2
1
2
1
2
1
2

C
（3）
1
2
1
2
2
1
2
1

（4）
1
2
2
1
1
2
2
1

（5）
1
2
2
1
2
1
1
2

亩产（斤）

980
690
1 035
760
830
985
660
890

注：表头上的“（1）~（5）”分别代表5个列号
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【SAS输出结果及解释】

由第一个过程步的输出结果可知，因素 C（F=
0. 54，P=0. 591 0）对试验结果的影响无统计学意

义，因素 A（F=11. 20，P=0. 000 7）、因素 B（F=5. 17，
P=0. 016 9）、因素 D（F=5. 01，P=0. 018 6）对试验结

果的影响均有统计学意义。因篇幅所限，具体输出

结果从略，下同。

由第二个过程步的输出结果可知，因素 A（F=
11. 74，P=0. 000 4）、因素B（F=5. 41，P=0. 013 2）、因

素D（F=5. 25，P=0. 014 7）对试验结果的影响均有统

计学意义。

因为结果的平均值越大越好（为节省篇幅，4个
因素各水平下的均值计算结果从略），故因素A应取

第三个水平，因素B应取第二个水平，因素C应取第

三个水平，因素D应取第三个水平。

3. 2. 3 对例3的分析与解答

【分析与解答】所需要的SAS程序如下：

data a3；
input A B C Y；
cards；
1 1 1 980
1 2 2 690
（详细数据见表4的后6行）

；

run；
proc anova data=a3；
class A B C；
model Y=A B C；
/* model Y=A C；
model Y=C；*/
means A B C；
run；
【SAS程序说明】在SAS过程步中，有三个“model

语句”，第一个是可执行的，后两个放在注释语句

“/* */”中是不可执行的。每次运行 SAS程序，只能

让一个“model语句”处在可执行状态。

【SAS输出结果及解释】

由第一个过程步的输出结果可知，仅因素 C
（F=154. 27，P=0. 006 4）对产量的影响具有统计学

意义。

由第二个过程步的输出结果可知，在淘汰掉 P
值最大的因素 B之后，仍然只有因素 C（F=61. 39，
P=0. 004 3）对产量的影响具有统计学意义。

由第三个过程步的输出结果可知，在淘汰掉因

素A和因素B之后，因素C（F=23. 98，P=0. 002 7）对

产量的影响仍有统计学意义。

4 讨论与小结

4. 1 讨论

标准正交表对因素的水平数有严格要求，但在

某些实际问题中，很难完全与之符合，此时，就需要

对原先的正交表进行改造。例如，多个因素有 3个
水平，少数因素有 2个水平，又没有相应的混合水平

正交表可以使用。此时，可采用“拟水平法”将二水

平因素改造成三水平因素［5］。在有的试验中，根据

研究者经验，在安排方案时已知某些因素之间存在

依赖关系，一个因素用量或水平的选取需要随另一

个因素用量或水平而定，这时就需要采用“活动水

平法”［5］；在有的试验中，按正交表做了一些试验后，

用趋势图分析发现某一因素对试验指标的影响存

在某种变化趋势，研究者认为有必要对该因素添加

新的水平并追加几次试验，以便对它的影响有更全

面的了解，此时，就需要采用“部分追加法”［5］。

值得注意的是，对标准正交表进行改动后，对

定量资料进行方差分析的方法也需相应改变，否

则，会影响计算结果的精确度；当正交表中的评价

指标或结果变量有多个时，若它们之间存在一定的

关联，就需要同时对它们进行分析。常规的统计分

析方法是正交设计定量资料多元方差分析［8］，还有

一种统计分析方法是“广义方差分析”［5］。因篇幅所

限，本文不予赘述。

4. 2 小结

本文介绍了正交设计的基本概念、具体实施方

法以及定量资料一元方差分析的计算公式，通过三

个实例，展示了二水平、三水平和混合水平正交设

计的具体实施方法；还给出了无重复试验和有重复

试验定量资料方差分析的SAS实现方法。
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