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【摘要】 本文目的是介绍与具有组间异质性的增长重复测量模型有关的 5 个基本概念、计算方法、一个临床试验实例

及其 SAS实现。基本概念包括重复试验与重复测量、方差协方差结构、均衡性与异质性、先验分布与后验分布、混合模型与

多水平模型。计算方法涉及抽样方法和先验分布。临床试验实例涉及具有异质性的两组增长重复测量数据。本文呈现了采用

SAS处理实例中增长重复测量资料的全过程，包括呈现两组儿童口腔内一特定指标（简称距离）随年龄变化的增长图、构建两组

儿童线性重复测量模型、构建一个既考虑到异质性又能估计性别效应的模型、直接获得与性别有关的截距和斜率的后验分布，

以及基于后验估计值直接推断概率。对输出结果作出了解释，并讨论了改用多水平模型所产生的效果。
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【Abstract】 The purpose of this article was to introduce 5 basic concepts， calculation methods， a clinical trial example and its 
SAS implementation related to the repeated measurement model of growth with intergroup heterogeneity.  The basic concepts included 
the repeated experiments versus repeated measurements， variance-covariance structures， equilibrium versus heterogeneity， prior 
versus posterior distributions， mixed versus multilevel models.  The computational methods involved the sampling methods and the 
prior distributions.  The clinical trial example involved two groups of repeated measurement of growth with heterogeneity.  This paper 
gave the whole process of using SAS software to analyze the growth repeated measurement data in the example， including presenting 
the growth graph of a specific index （short for distance） in the mouth of the two groups of children with age， constructing the linear 
repeated measurement model of the two groups of children， constructing a model that took into account heterogeneity while estimating 
gender effects， directly obtaining posterior distributions for gender-dependent intercepts and slopes， and directly inferring 
probabilities based on the posterior estimates.  The output results were explained and the effects of switching to a multilevel model were 
discussed.

【Keywords】 Repeated measurement； Variance-covariance structure； Prior distribution； Posterior distribution； Sampling method
重复测量设计定量资料在临床研究中出现的

频率非常高［1-2］，其中，对于具有组间异质性的增长

重复测量资料，统计分析方法比较复杂。本文扼要

介绍了基于贝叶斯理论和哈密顿蒙特卡罗求解混

合模型中参数的两个主要内容［3-4］，针对一个临床试

验实例，介绍了如何以图形的方式直观呈现增长重

复测量资料具有组间异质性的情况；构建了两种模

型，即两组儿童线性重复测量模型和一个既考虑到

异质性又能估计性别效应的模型；还介绍了两种方

法，即直接获得与性别有关的截距和斜率的后验分

布以及基于后验估计值直接推断概率。

1 基本概念  
1. 1　重复试验与重复测量　

所谓重复试验，就是在特定的试验条件下，对

一组具有同质性的 n个个体进行试验，得到某定量

指标 n个试验结果之间是彼此独立的。所谓重复测
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量，就是在某些因素取m个不同水平的条件下对众

多个体中的每一个进行m次观测或试验，得到某定

量指标彼此有关联性的m个试验结果，它们之间联

系的密切程度取决于多个方面，包括与重复测量有

关的因素的个数、水平数、相邻观测的时间间隔以

及定量观测指标的性质等。一般来说，相邻观测结

果之间的联系较密切，相隔越远的观测结果之间的

联系较疏远。

1. 2　方差协方差结构　

在多个重复测量的时间点上观测到一个定量指

标的取值，计算每个时间点上定量指标的方差，再计

算出任何两个时间点上定量指标之间的协方差，将

这些方差和协方差按时间顺序排列成一个方阵，就

是方差协方差矩阵。假设只有 4个时间点，则最简

单的方差协方差结构 TYPE=VC 和最复杂的方差协

方差结构TYPE=UN的形式分别见式（1）、式（2）［5］。
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1. 3　均衡性与异质性　

所谓均衡性，就是两组或多组受试对象在多项

观测指标上的分布相同或差异无统计学意义。所

谓异质性，就是两组或多组受试对象在多个重复测

量的时间点上定量指标的方差协方差结构不同或

差异有统计学意义。

1. 4　先验分布与后验分布　

所谓先验分布，就是事先知道或假设某随机变

量（在贝叶斯统计理论中，认为总体参数也是随机

变量）服从某种特定的分布。所谓后验分布，就是

基于已知样本和先验分布等信息，代入贝叶斯公式

计算，得到所研究问题中关于某特定参数的条件分

布。后验分布集中了总体、样本和先验三种信息中

关于该参数的一切信息，同时，它又排除了一切与

该参数无关的信息［6］。

1. 5　混合模型与多水平模型　

所谓混合模型，就是既包含固定效应又包含随

机效应的回归模型。其中，固定效应指某自变量或

因素的各水平对结果变量的影响是相对确定的，在

各水平组之间的变异度无统计学意义；而随机效应

指某自变量或因素的各水平对结果变量的影响不

是相对确定的，在各水平组之间的变异度有统计学

意义。固定效应和随机效应通常都是针对自变量

或因素而言的。多水平模型也称为随机系数模型，

通常是把回归模型中的截距和某自变量之前的回

归系数（或称斜率）视为“随机变量”，通过对资料中

某些因素进行分层，从而计算出截距和斜率的“固

定效应与随机效应”的数量大小。如果用于分层的

因素只有一个，此时的回归模型就叫做二水平模型

（分层因素为二水平，个体为一水平）；以此类推，还

有三水平、四水平模型［7］。

2 计算方法  
SAS/STAT 的 proc bglimm 过程的计算方法主要

包括抽样方法和先验分布两部分内容，现扼要介绍

如下。

2. 1　抽样方法　

2. 1. 1　共轭抽样　

共轭先验分布是一种先验分布，其中先验分布

和后验分布在同一个分布族中。例如，如果通过使

用方差为σ2的正态似然对独立同分布的随机变量 yi
建模，见式（3）；关于β的正态先验，见式（4）。

yi~normal (x'i β，σ2 ) （3）
β~normal ( β0，Σ0 ) （4）
则 β的后验分布也是正态分布，它的协方差 Σβ

和平均值μβ分别见式（5）、式（6）。

Σβ = Σ-10 + 1
σ2 ∑i = 1

N xi x'i （5）
μβ =(Σ-10 + 1

σ2 ∑i=1
N xi x'i ) -1(Σ-10 β0 + 1

σ2 ∑i=1
N xi yi ) （6）

Proc bglimm 过程在正态和多变量正态的情况

下使用共轭抽样算法，见表 2。使用时，对固定效应

参数β以及协方差G和R进行抽样。
表2　Proc bglimm过程中的共轭抽样算法

Table 2　Conjugate sampling in proc bglimm
Family
Normal
Normal

Multivariate normal
Multivariate normal

Parameter
β

Variance σ2

β

Covariance Σ

Prior
Multivariate normal

Inverse gamma
Multivariate normal

Inverse wishart
2



2023 年第 36 卷第 S1期四川精神卫生 http：////www. psychjm. net. cn
2. 1. 2　Gamerman抽样算法　

Gamerman 抽样算法以发明家 Dani Gamerman
的名字命名，是梅特罗波利斯（Metropolis）算法的一

个特例。在Metropolis算法中，建议分布源自迭代加

权最小二乘算法的一次迭代［8］。加权最小二乘算法

在迭代循环中运行，对于每次迭代，观测值的一组

权重用于最小二乘拟合。通过对当前残差应用权

重函数来构造权重，使用当前迭代的参数值来形成

建议分布，从中生成建议的随机值。

Gamerman 算法通过对变换后的观测值迭代应

用加权最小二乘算法，得到一般线性模型中的最大

似然估计量和渐近方差。变换后的响应变量定义

如下，见式（7）。

y͂ i( β) = η i + (yi - μi ) g'( μ i ) （7）
对应的权重定义式见式（8）。

w-1
i ( β ) = b''(θi )[ g'( μi ) ] 2

（8）
因篇幅所限，Gamerman算法的具体过程从略。

2. 1. 3　哈密顿蒙特卡罗抽样算法　

哈密顿蒙特卡罗（HMC）算法也称为混合蒙特卡

罗算法，是 Metropolis算法的一个版本，该算法使用

梯度信息和辅助动量变量从后验分布中提取样本［9］。

HMC算法仅适用于连续参数。HMC将目标密度函

数转换为势能函数，并为每个模型参数θ添加一个辅

助动量变量 r。由此产生的联合密度具有以下形式，

见式（9）。
p(θ，r) ∝ p(θ) exp( - 1

2 r'r) （9）
式（9）中，p（θ）是参数 θ的后验值。HMC从（θ，r）

的联合空间中提取，丢弃 r，保留 θ作为 p（θ）的样本。

该算法利用哈密顿动力学的思想来保持物理系统

的总能量，其中，θ 是势能函数的一部分，r 是动能

（速度）的一部分。随着速度的变化，势能也随之变

化，从而导致参数空间中的运动。

2. 2　先验分布　

GLMM 模型包含各种类型的参数：模型语句中

指定的固定效应系数、随机语句中规定的随机效应

系数以及协方差矩阵的参数，包括 G侧和 R侧协方

差矩阵。

2. 2. 1　固定效应系数的先验　

在混合效应模型中，固定效应系数β的平坦先验

被认为是无信息性的。平坦先验为参数 π ( β )∝1的

所有可能值分配相等的可能性。这是proc bglimm过

程中固定效应系数的默认先验。除了平坦先验外，

方差非常大的正态先验也被认为是无信息性或弱

信息性的。

另一方面，可以使用信息先验使方差在正态分

布中变小。如果想获得正态先验的特定平均值和

协方差，可通过提供包含正态先验的平均值和协方

差信息的SAS数据集来实现。

2. 2. 2　随机效应系数的先验　

假设随机效应系数 γ 具有正态先验分布，见

式（10）。
γ~Normal (0，G) （10）
式（10）中，γ = (γ1，γ2，⋯，γn ) T

和G是块对角矩

阵，每个块是 Gi。对于特定对象 i，随机效应系数 γ i
正态分布，平均值为零，协方差矩阵为Gi。当尺寸相

同时，任何 i和 j的Gi=Gj。

可以在 random 语句中使用 type=选项来指定 G
矩阵的类型。因篇幅所限，有关“G 侧协方差的先

验”“尺度参数的先验”和“R侧协方差的先验”的内

容从略。

3 实例与SAS实现  
3. 1　问题与数据结构　

3. 1. 1　一个临床试验问题及数据　

【例 1】本实例说明了如何使用两组增长重复测

量数据对协方差结构中的异质性进行建模。在正

畸治疗中，从垂体中心到牙齿附近的翼上颌裂的距

离（Distance，单位为 mm）的变化非常重要。一项牙

科研究纳入 27名（11名女生和 16名男生）儿童为研

究对象，他们在 8、10、12和 14岁时被重复测量前述

体积的“距离”指标的数值［10］。试验安排和数据

见表1。
表1　27名儿童在8、10、12和14岁时被重复测量“距离”的结果

Table 1　Results of repeated measurement of "distance" 
of 27 children at the age of 8， 10， 12 and 14

Person
1
2
3

…

Gender
F
F
F
…

y1
21. 0
21. 0
20. 5

…

y2
20. 0
21. 5
24. 0

…

y3
21. 5
24. 0
24. 5

…

y4
23. 0
25. 5
26. 0

…
注：Person是 27名儿童的编号；Gender代表性别；y1~y4分别代表每

名儿童在8、10、12和14岁时被重复测量所得到的“距离（Distance）”
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3. 1. 2　对数据结构的分析　

本例资料是具有一个重复测量因素（即年龄）

的两因素（即性别与年龄）重复测量设计定量资料。

27 名儿童在 4 个时间点（8、10、12 和 14 岁）被重复

测量 Distance 值，试验分组因素为儿童的性别

（Gender），重复测量因素为年龄（age，可以转变为

4个时间点，用 time表示），定量观测指标为Distance。
3. 1. 3　研究者希望研究的问题　

垂体中心到翼上颌裂的距离是否随年龄而变

化？变化模式如何？男生和女生的变化模式是否

不同？同一受试者不同年龄段的重复测量结果之

间的相关性如何？男生和女生的相关性是否相似？

3. 1. 4　创建SAS数据集　

设所需要的SAS程序如下：

data pr；
input Person Gender $ y1 y2 y3 y4；
Distance=y1； Age=8； Time=1； output；
Distance=y2； Age=10； Time=2； output；
Distance=y3； Age=12； Time=3； output；
Distance=y4； Age=14； Time=4； output；
drop y1-y4；
datalines；
1  F  21. 0  20. 0  21. 5  23. 0
2  F  21. 0  21. 5  24. 0  25. 5
3  F  20. 5  24. 0  24. 5  26. 0
……

25  M  22. 5  25. 5  25. 5  26. 0
26  M  23. 0  24. 5  26. 0  30. 0
27  M  22. 0  21. 5  23. 5  25. 0
；

run；
【变量说明】Person 代表儿童编号；Gender 代表

性别；y1、y2、y3、y4 分别代表每位儿童在 8、10、12
和 14 岁时被重复测量所得到的“距离（Distance）”；

Distance 代表从垂体中心到牙齿附近的翼上颌裂的

距离；age代表年龄。

3. 2　用SAS实现统计分析　

3. 2. 1　呈现两组儿童随年龄变化的距离增长图　

设所需要的SAS程序如下：

proc sgpanel data=pr noautolegend；
panelby Gender / columns=2 sparse；

scatter x=Age y=Distance / group=Person
markerattrs=（color=black symbol=circlefilled）；

series x=Age y=Distance / group=Person
lineattrs=GraphDataDefault （color=blue pat⁃

tern=1）；

label age = 'Age in Years' Distance = 'Distance 
（mm）'；

run；
【SAS主要输出结果及解释】女生和男生随年龄

变化的距离增长情况分别见图 1、图 2。图 1显示了

明显的迹象（对于起初具有较小距离的儿童来说，

在后来的几个时间点上，他们的距离增加幅度均较

小）和近似线性的增长。然而，男生和女生的增长

率明显不同。

3. 2. 2　呈现两组儿童线性重复测量模型中协方差

矩阵的异质性　

所需要的 SAS程序非常复杂，此处从略。下面

给出“呈现两组儿童线性重复测量模型中协方差矩

阵的异质性”的输出结果，见图 3。由图 3可知，独立

分析解释了数据中的异质性（不同的群体具有不同

的协方差结构），但模型无法呈现性别效应。

图1　女生随年龄变化的距离增长图

Figure 1　Distance growth with age for girls

图2　男生随年龄变化的距离增长图

Figure 2　Distance growth with age for boys
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3. 2. 3　构建两组儿童线性重复测量模型　

设所需要的SAS程序如下：

proc bglimm data=pr seed=475193 outpost=pr_out 
DIC；

by Gender；
class Person Time；
model Distance = Age；
random Time / subject=Person type=un r；
run；
【SAS程序说明】如果将 random语句换成 repeated

语句，拟合效果会变差。

【SAS 主要输出结果及解释】女生组模型中各

参数的后验汇总和区间的计算结果见表 2。输出

结果为女生组线性重复测量模型的参数估计结果

（DIC=114. 852），从各行最后两个数据可看出，所有

参数与0之间的差异均有统计学意义。

男生组模型中各参数的后验汇总和区间的计

算结果见表 3。输出结果为男生组线性重复测量模

型的参数估计结果（DIC=249. 984），从各行最后两

个数据可看出，截距、年龄和尺度参数与 0之间的差

异均有统计学意义；而协方差参数中，仅 4个时间点

上的方差有统计学意义，任何两个时间点之间的协

方差均无统计学意义。

3. 2. 4　构建一个既考虑到异质性又能估计性别效应

的模型　

设所需要的SAS程序如下：

proc bglimm data=pr seed=475193 outpost=pr_out；
class Person Gender Time；
model Distance = Age|Gender；
repeated Time / type=un subject=Person group=

Gender r；
run；
【SAS 程序说明】model 语句使用年龄、性别和

年龄*性别（即交互作用）3 项。Group=Gender（在

repeated 语句中）为每个性别建立单独的 R 侧协方

差矩阵。R选项打印估计的协方差矩阵。

【SAS主要输出结果及解释】两组模型中各参数

的后验汇总和区间的计算结果见表 4。男生截距的

后验均值估计值为15. 907，女生截距的后验均值估计

值为 15. 907+1. 477=17. 384。同样，男生的斜率估计

值为0. 825，女生的斜率估计为0. 825－0. 344=0. 481。
女生的起点大于男生的起点，但女生的增长率约为

男生增长率的一半。

图3　基于独立分析的关于R协方差矩阵的后验密度比较

Figure 3　Comparison of posterior density of R-covariance matrix 
based on independent analysis

表2　女生组模型中后验汇总和区间的计算结果

Table 2　Calculation results of posterior summaries and intervals 
in the girl group model

参　数

Intercept
Age

Scale
Random UN（1，1）

…

数　目

5 000
5 000
5 000
5 000
…

均　值

17. 395
0. 479
0. 496
3. 928
…

标准差

0. 946
0. 084
0. 204
1. 917
…

95% HPD
15. 558

0. 309
0. 179
1. 286
…

19. 278
0. 642
0. 887
7. 811
…

表3　男生组模型中后验汇总和区间的计算结果

Table 3　Calculation results of posterior summaries and intervals 
in the boy group model

参　数

Intercept
Age

Scale
Random UN（1，1）

…

数　目

5 000
5 000
5 000
5 000
…

均　值

16. 241
0. 794
1. 853
3. 714
…

标准差

1. 245
0. 107
0. 744
1. 881
…

95% HPD
13. 627

0. 563
0. 522
0. 688
…

18. 558
0. 985
3. 298
7. 246
…

表4　两组模型中后验汇总和区间的计算结果

Table 4　Calculation results of posterior summaries and intervals 
in the two group model

参　数

Intercept
Age

Gender F
Gender M

Age*Gender F
Age*Gender M

Residual UN（1，1）
…

Residual UN（4，4）

组

Gender F
…

Gender M

数　目

5 000
5 000
5 000

0
5 000

0
5 000
…

5 000

均　值

15. 907
0. 825
1. 477

-
-0. 344

-
4. 232
…

4. 261

标准差

1. 141
0. 096
1. 411

-
0. 122

-
1. 822
…

1. 552

95% HPD区间

13. 792
0. 637

-1. 165
-

-0. 589
-

1. 645
…

1. 995

18. 270
1. 014
4. 371

-
-0. 101

-
7. 802
…

7. 461
5
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3. 2. 5　直接获得与性别有关的截距和斜率的后验

分布　

设所需要的SAS程序如下：

proc bglimm data=pr seed=475193 outpost=
pr_out；

class Person Gender Time；
model Distance = Age|Gender；
repeated Time / type=un subject=Person group=

Gender r；
estimate 'Boys Intercept' Int 1 Gender 1 0；
estimate 'Girls Intercept' Int 1 Gender 0 1；
estimate 'Boys Slope' Age 1 Age*Gender 0 1；
estimate 'Girls Slope' Age 1 Age*Gender 1 0；
run；
【SAS主要输出结果及解释】在过程步程序中使

用 estimate语句直接获得与性别有关的截距和斜率

的后验分布的计算结果，见表 5。由表 5可知，直接

获得了女生与男生的截距、斜率的后验均值及其

95% HPD的估计值。

3. 2. 6　基于后验估计值直接推断男生斜率大于女生

斜率的概率　

设所需要的SAS程序如下：

data prob；
set pr_out；
pDiff = boys_slope - girls_slope；
prob = （pDiff > 0）；

keep pDiff prob；
run；
%sumint（data=prob， var=pDiff prob）
【SAS主要输出结果及解释】基于后验估计值直

接推断男生斜率大于女生斜率的概率的计算结果，

见表 6。男生的增长率大于女生的增长率。预期斜

率差为 0. 344。男生的生长斜率大于女生的概率超

过99%（约为99. 7%）。

3. 3　结论　

本例两组儿童Distance的重复测量增长资料之

间具有非齐性，分别在不使用和使用 estimate 语句

的条件下，按性别分组对两组儿童的线性重复测量

模型建模，可间接或直接获得男生和女生截距和斜

率后验均值的估计值，即男生截距的后验均值估计

值 为 15. 907，女 生 截 距 的 后 验 均 值 估 计 值 为

17. 384。同样，男生的斜率估计值为 0. 825，女生的

斜率估计值为0. 481。因此，女生的起点大于男生的

起点，但女生的增长率约为男生增长率的一半。并

且，男生的生长斜率大于女生的概率超过99%，它们

之间的预期斜率差为0. 344。
4 讨论与小结  
4. 1　讨论　

由于本例男生与女生的资料之间不具有齐性，

故需要按性别分组（即使用 by 语句）进行建模。若

不按性别分组计算，分别构建以下 3个模型，得到的

结果和结论如下。

模型 1（一般混合模型［5，11］）：在“第 3. 2. 3 节”的

SAS程序中不按性别分组（即删除by语句），可得到如

下主要输出结果。pD（有效参数个数）=11. 718，DIC=
449. 986，截距=17. 471，95% HPD为（15. 748~19. 182）。

模型2（随机截距模型［5，7］）：在模型1中SAS程序

的基础上，在“run语句”之前增加一个语句“random 
int / subject=Person type=un r；”，可得到如下主要输

出结果。pD（有效参数个数）=16. 162，DIC=382. 912，
截距=17. 543，95% HPD为（15. 853~19. 486）；截距的

随机方差为3. 298（有统计学意义）。

模型 3（随机截距-随机斜率模型［5，7］）：在模型

1 中 SAS 程序的基础上，在“run 语句”之前增加一

个语句“random int Age/subject=Person type=un r；”，
可得到如下主要输出结果。pD（有效参数个数）=
15. 980，DIC=372. 047，截距 =16. 470，95% HPD 为

（14. 781~18. 203）；截距的随机方差为 2. 226（有统

计学意义），斜率的随机方差为 0. 233（有统计学意

义），截距与斜率的随机协方差为-0. 153（无统计

表5　直接获得与性别有关的截距和斜率的后验分布的计算结果

Table 5　Calculation results of posterior distribution of intercept 
and slope directly related to gender

标　签

Girls Intercept
Boys Intercept

Girls Slope
Boys Slope

均　值

17. 384
15. 907

0. 481
0. 825

标准差

0. 826
1. 141
0. 074
0. 096

95% HPD
15. 708
13. 792

0. 341
0. 637

18. 996
18. 270

0. 630
1. 014

表6　基于后验估计值直接推断男生斜率大于女生斜率的概率

Table 6　Calculation results of the probability of directly inferring the 
slope of boys is greater than that of girls based on the posterior estimates
参　数

pDiff
prob

数　目

5 000
5 000

均　值

0. 344
0. 997

标准差

0. 122
0. 053

95% HPD
0. 101
1. 000

0. 589
1. 000
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学意义）。

比较上述 3个模型可知，模型 3优于模型 1和模

型 2。已知模型 3 的截距 =16. 470，95% HPD 为

（14. 781~18. 203）；而基于“第3. 2. 3节”计算的女生与

男生的截距的平均值为（17. 395+16. 241）/2=16. 818，
该数值与未按性别分组但考虑了随机截距-随机斜

率模型计算的结果16. 470非常接近。

由此可知，当所分析的资料在某重要影响因素

（例如本例中的性别）的不同水平之间存在异质性

时，有两种解决方案：一是按重要影响因素分层建模

计算；二是直接构建多水平模型。从“模型误差项的

自由度越大、模型的稳定性越好”这一统计学常识来

判断，在前述两种方案中，以第二种方案为佳。

4. 2　小结　

本文介绍了与重复测量及其统计模型有关的

5 个基本概念，介绍了基于贝叶斯理论和马尔科夫

链蒙特卡罗方法求解统计模型中参数的两个重要

内容；针对一个具有组间异质性的增长资料，采用 3
种不同方法构建统计模型，实现了间接和直接估计

模型中固定效应参数和随机效应参数的目的，并对

输出结果作出了解释，给出了明确的专业结论。
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