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【摘要】 本文目的是介绍与典型相关分析有关的基本概念、计算方法、两个实例以及 SAS实现。基本概念包括典型变量、

典型相关系数、典型相关分析、典型变量个数的确定以及典型变量的性质；计算方法涉及典型相关变量中系数的估计和典型相

关系数的假设检验；两个实例涉及的资料分别是“受试者的身体形态以及健康指标的测定结果”和“人力资源管理实践变量与

组织绩效变量的测定结果”；借助SAS对两个实例中的定量资料进行了典型相关分析，并对输出结果给出了解释。
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【Abstract】 The purpose of the paper was to introduce the basic concepts， calculation methods， two examples and SAS 
implementation related to the canonical correlation analysis.  Basic concepts included canonical variables， canonical correlation 
coefficients， canonical correlation analysis， determination of the number of canonical variables and properties of canonical variables.  
The calculation approaches involved the estimation of the coefficients in the canonical correlation variables and the hypothesis testing 
of the canonical correlation coefficients.  The data involved in the two examples were measurement results of subjects' body shape and 
health indicators and measurement results of human resource management practice variables and organizational performance 
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instances， and a reasonable explanation was given for the output results.
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简单相关分析是通过计算两个变量之间的简

单相关系数（根据资料的性质不同，通常有 Pearson
相关系数、Spearman秩相关系数和Kendall秩相关系

数）以及对相关系数是否为零的假设检验来完成

的；复相关分析是研究一个变量与一组变量之间的

相关性的方法。本文介绍一种研究两组变量之间

相关性的多元统计分析方法，即典型相关分析。通

过两个实例，借助SAS实现典型相关分析，并对输出

结果做出解释。

1 基本概念  
1. 1　典型变量　

典型变量是指从一组变量中提炼出来的一个

综合变量，它是无法直接观测的变量，因此，它是一

个隐变量或潜变量。若一组变量中包含 m 个定量

变量，最多可提取m个典型变量。这m个典型变量

包含了m个原变量的全部信息，但它们包含的信息

量是逐渐减少的，且它们彼此之间是互相独立的。

1. 2　典型相关系数　

设有两组定量变量，第一组包含 p个定量变量，

第二组包含 q个定量变量，不妨设 p≤q。采用主成分

分析法分别从两组中提取前 p 个主成分，它们依次

为第一、第二、…、第 p个主成分，将两组中的第 i个

主成分配成一对（i=1，2，…，p），可形成 p 个典型变

量对。基于Pearson相关系数计算公式，可得出每对

典型变量之间的相关系数，称此相关系数为典型相

关系数。于是，可计算出 p个典型相关系数。
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1. 3　典型相关分析　

所谓典型相关分析，实际上就是对两组定量变

量进行相关分析，其主要任务包括以下 3个方面：其

一，呈现出由原变量线性组合而成的各对典型变

量；其二，计算并检验各个典型相关系数；其三，结

合基本常识和专业知识，基于各对典型变量表达式

中的系数及其正负号，给出解释，并做出统计结论

和专业结论。

1. 4　典型变量个数的确定　

在对结果进行分析时，如果第一个典型相关系

数经检验无统计学意义，则可认为两组变量之间的

相关性无统计学意义，不适合进行典型相关分析。

在实际应用中，究竟取几对典型相关变量，除了以典

型相关系数有无统计学意义作为参考之外，还需结

合典型相关变量对的专业意义来考虑，若有 k（k>1）
个典型相关系数具有统计学意义，就保留 k 个典型

变量对。

1. 5　典型变量的性质　

原始变量间、典型变量间、原始变量与典型变

量间，存在较复杂的关系，具体地说，可概括成以下

3 条性质［1-2］：①第一组各典型变量之间互不相关，

第二组各典型变量之间互不相关，第一组各典型变

量与第二组各典型变量两两之间互不相关；②原始

变量与典型变量之间存在相关性，具体地说，第一

组原始变量与第一组和第二组中典型变量之间存

在相关性，第二组原始变量与第一组和第二组中典

型变量之间存在相关性；③线性变换不改变相关

性，即对两组中的典型变量都做线性变换，再求经

线性变换后的新典型变量之间的相关系数，其数值

与未经过线性变换的原典型变量之间的相关系数

相等。

2 计算方法  
典型相关分析中的计算主要涉及两方面的内

容，即典型相关变量表达式中系数的估计和典型相

关系数的假设检验［3-4］。

2. 1　典型相关变量中系数的估计　

设 p≤q，p+q维随机向量的协方差矩阵∑> 0，也
就是该矩阵为正定矩阵，可表示如下，见式（1）。

Cov ( )X
Y = Σ = ( )Σ11 Σ12

Σ21 Σ22
（1）

式（1）中，∑11 为第一类变量的协方差矩阵，

∑22 为第二类变量的协方差矩阵，∑12 = ∑'21 是第

一类变量与第二类变量之间的协方差矩阵。当

∑> 0时，∑11 和∑22 也都是正定矩阵。

典型相关变量U和V的方差见式（2）。

ì
í
î

Var ( )a'X = a'Σ11 a = 1
Var ( )b'Y = b'Σ22b = 1 （2）

求第一对典型相关变量就等价于求 a=（a1，a2，

…，ap）́和 b=（b1，b2，…，bq）́，使得在U和V方差为 1的

条件下，相关系数取得最大值。相关系数的计算

见式（3）。

ρ (a'X，b'Y ) = a'Σ12b （3）
这是条件极值问题，应用拉格朗日乘子法，

见式（4）。

F (a，b) = a'Σ12b - λ12 (a'Σ11 a - 1)
- λ22 (b'Σ22b - 1) （4）

式（4）中，λ1和 λ2为拉格朗日乘子，对上式分别

关于a、b求偏导数并令其为0，见式（5）。

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

∂F
∂a

= Σ12b - λ1 Σ11 a = 0
∂F
∂b

= Σ21 a - λ2 Σ22b = 0
（5）

再分别用a΄和 b΄左乘式（5），得式（6）。

λ1 = λ2 = a'Σ12b = ρ (U，V ) （6）
式（6）中，λ1和 λ2是相等的，并且都等于 U 与 V

的相关系数，将它们统一用 λ 表示，则式（5）等价

于式（7）。

{-λΣ11 a + Σ12b = 0
Σ21 a - λΣ22b = 0 （7）

上式有非零解的充要条件是系数矩阵的行列

式为0，见式（8）。
|

|

|

|
||
|

|-λ∑11∑21

∑12
-λ∑22

|

|

|

|
||
|

| = 0 （8）
这是一个关于 λ 的 p+q 次方程，从中解得 λ，

把求得的最大的 λ 代入式（7），再求得 a 和 b（满足

a΄∑11a=1，b΄∑22b=1），从而可以得出第一对典型相关

变量，而最大的λ即为第一典型相关系数。该方程的

根均不大于 1，它的 p 个正根依次为 λ1 ≥ λ2 ≥ ⋯ ≥
λp > 0，如果要计算第 i对典型相关变量，只需将λi代

入式（7）解得相应的典型系数，便可得到Ui和Vi的表

达式，而λi即为第 i个典型相关系数。
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具体计算时，由于矩阵∑11

-1 ∑12 ∑22
-1 ∑21 和

∑22
-1 ∑21 ∑11

-1 ∑12 有相同的非零特征根，依次都

是 λ21 ≥ λ22 ≥ ⋯ ≥ λ2
p > 0，a 和 b 分别是这两个矩阵对

应于某一特征根的特征向量，所以求解典型相关系

数及典型相关变量就可以归结为求矩阵的特征值

和特征向量。

前文假定了协方差矩阵∑> 0，如若不然，则Xi

之间或Yj之间，也就是类内变量之间存在线性关系，

一个或多个变量可以被其他变量线性表示，自然可

以将其删去。一般情况下，协方差矩阵为非负定矩

阵，此时非零典型相关系数的个数m等于矩阵∑12
的秩，即存在 rank（∑12 ）=rank（∑11

-1 ∑12 ∑22
-1 ∑21 ）

=m，在求解时可以采用广义逆矩阵。

从相关矩阵出发，也可以计算典型相关系数和

典型相关变量，将原始数据进行标准化后，相关矩

阵即为相应的协方差矩阵。具体的计算步骤与前

述相同，只需用相关矩阵代替协方差矩阵即可。由

于典型相关系数 ρ (Ui，Vi )在标准化变换下具有不变

性，所以无论采用哪种方法计算，典型相关系数均

相同。记 D1=［diag（∑11）］
-1/2，D2=［diag（∑22）］

-1/2，

diag (∑11)表示由∑11 的对角元素组成的对角阵，

则得到的典型系数 ai*、bi*与原典型系数 ai、bi之间的

关系如下，见式（9）。

ai = D1 a*
i，bi = D2b*

i，   i=1，2，…，P （9）
由此则可以得到原始变量的典型相关变量，且

原始变量的典型相关变量与根据相关矩阵计算得

到的典型相关变量之间只相差一个常数。

2. 2　典型相关系数的假设检验　

当两类变量 X 和 Y 不相关，即 c（X，Y）=∑12=0
时，所有的典型相关系数必为零，做典型相关分析

毫无意义，所以首先应对∑12=0进行检验，原假设和

备择假设分别为 H0：∑12=0；H1：∑12≠0，似然比统计

量见式（10）。

Λ1 = || S
|| S11 || S22

= ∏
i = 1

p (1 - λ̂2
i ) （10）

式（10）中，| S |为样本协方差矩阵的行列式，λ̂i

为样本典型相关系数。由似然比统计量可导出如

下统计量，见式（11）。

Q1 = -[ n - 1 - 1
2 ( p + q + 1) ] ln Λ1 （11）

式（11）中，Q1近似服从自由度为 p×q的χ 2分布。

对于∑12 = O 的检验实际上等价于检验 H0：

λ1 = λ2 = ⋯ = λp = 0，如果拒绝H0，则可以得出至少第

一典型相关系数不为零，此时可以对其余典型相关

系数继续进行检验，原假设及备择假设分别为 H0：

λk=λk+1=⋯=λp=0(k=2，3，⋯，p )；H1：λk≠0，检验统计

量见式（12）。

Qk = -[ n - k - 1
2 ( p + q + 1) ] ln Λk，

Λk =∏
i = k

p (1 - λ̂2
i )，k = 2，3，⋯，p （12）

在式（12）中，Qk 近似服从自由度为（p－k+1）×
（q－k+1）的 χ2分布，如果 Qk≥χ 2

α，( p - k + 1) × (q - k + 1)，则拒绝

H0，说明λk与0之间差异有统计学意义。从 k=2开始

逐个检验，直到某个 H0被接受为止，说明自此以后

的典型相关系数均为0。
3 实例与SAS实现  
3. 1　问题与数据结构　

3. 1. 1　两个实际问题及数据　

【例 1】某研究者测量 15名受试者的身体形态以

及健康情况的指标，资料见表 1［2］。第一类是身体形

态变量，有年龄、体重、胸围和日抽烟量；第二类是

健康状况变量，有脉搏、收缩压和舒张压。要求选

择合适的统计分析方法考查身体形态与健康状况

这两类变量之间的相关性。

【例 2】以 284家公司为样本，研究人力资源管理

实践与组织绩效之间的关系。人力资源管理实践

变量包括人力资源计划（X1）、正式选拔机制（X2）、系

统培训（X3）、绩效报酬（X4）以及内部劳动力市场

（X5）；组织绩效变量包括销售收入（Y1）、净利润

（Y2）、保留必要的员工（Y3）、招聘到新员工（Y4）和员

工士气（Y5）。资料见表 2［2］。试选择合适的统计分

析方法分析人力资源管理实践与组织绩效之间的

相关性。

3. 1. 2　对数据结构的分析　

在例 1中，7个定量变量分属于两类，第一类是

身体形态变量，包含 4个变量；第二类是健康状况变

量，包含 3 个变量。故这是一个单组设计 7 元定量

资料。

在例 2中，10个定量变量分属于两类，第一类是

人力资源管理实践变量，包含 5个变量；第二类是组

织绩效变量，包含 5个变量。故这是一个单组设计

10元定量资料。
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3. 1. 3　创建SAS数据集　

分析例 1 资料，设所需要的 SAS 数据步程序

如下：

data a1；
input X1-X4 Y1-Y3；
cards；
25  125  30  83. 5  70  130  85
26  131 25  82. 9  72  135  80
28  128  35  88. 1  75  140  90
29  126  40  88. 4  78  140  92
27  126  45  80. 6  73  138  85
32  118  20  88. 4  70  130  80
31 120  18  87. 8  68  135  75
34  124  25  84. 6  70  135  75
36  128  25  88. 0  75  140  80
38  124  23  85. 6  72  145  86
41  135  40  86. 3  76  148  88

46  143  45  84. 8  80  145  90
47  141  48  87. 9  82  148  92
48  139  50  81. 6  85  150  95
45  140  55  88. 0  88  160  95
；

run；
分析例 2 资料，设所需要的 SAS 数据步程序

如下：

data a2（type=corr）；

infile cards missover；
_type_='corr'；
input _name_ $ X1-X5 Y1-Y5；
if _n_=1 then _type_='n'； else _type_='corr'；
cards；
n 284
X1  1
X2  0. 32  1
X3  0. 56  0. 32  1

表1　受试者身体素质定量指标的测定结果

Table 1　Measurement results of quantitative indicators of physical fitness among subjects
编　　号

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15

年龄（X1）
25
26
28
29
27
32
31
34
36
38
41
46
47
48
45

体重（X2）
125
131
128
126
126
118
120
124
128
124
135
143
141
139
140

抽烟量（X3）
30
25
35
40
45
20
18
25
25
23
40
45
48
50
55

胸围（X4）
83. 5
82. 9
88. 1
88. 4
80. 6
88. 4
87. 8
84. 6
88. 0
85. 6
86. 3
84. 8
87. 9
81. 6
88. 0

脉搏（Y1）
70
72
75
78
73
70
68
70
75
72
76
80
82
85
88

收缩压（Y2）
130
135
140
140
138
130
135
135
140
145
148
145
148
150
160

舒张压（Y3）
85
80
90
92
85
80
75
75
80
86
88
90
92
95
95

表2　人力资源管理实践变量与组织绩效变量两两之间的相关系数矩阵

Table 2　Correlation coefficient matrix between human resource managementpractice variables
变　　量

X1
X2
X3
X4
X5
Y1
Y2
Y3
Y4
Y5

X1
1

0. 32
0. 56
0. 43
0. 51
0. 07
0. 10
0. 19
0. 10
0. 10

X2

1
0. 32
0. 36
0. 44
0. 02
0. 09
0. 10
0. 20
0. 03

X3

1
0. 38
0. 63
0. 03
0. 04
0. 02
0. 05

-0. 01

X4

1
0. 51
0. 09
0. 07
0. 21
0. 15
0. 09

X5

1
0. 08
0. 16
0. 17
0. 20
0. 03

Y1

1
0. 74
0. 28
0. 11
0. 33

Y2

1
0. 27
0. 21
0. 26

Y3

1
0. 30
0. 51

Y4

1
0. 38

Y5

1
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X4  0. 43  0. 36  0. 38  1
X5  0. 51  0. 44  0. 63  0. 51  1
Y1  0. 07  0. 02  0. 03  0. 09  0. 08  1
Y2  0. 10  0. 09  0. 04  0. 07  0. 16  0. 74  1
Y3  0. 19  0. 10 0. 02  0. 21  0. 17  0. 28  0. 27  1
Y4  0. 10  0. 20  0. 05  0. 15  0. 20  0. 11  0. 21  

0. 30  1
Y5  0. 10 0. 03 -0. 01  0. 09  0. 03  0. 33  0. 26  

0. 51 0. 38 1
；

run；
3. 2　用SAS实现统计分析　

3. 2. 1　分析例1中的资料　

设所需要的SAS程序如下［5-6］：

proc cancorr data=a1；
var X1-X4；
with Y1-Y3；
run；
【SAS输出结果及解释】第一对典型变量之间的

典型相关系数为 0. 957（P=0. 005）；第二对典型变量

之间的典型相关系数为 0. 582（P=0. 618）；第三对典

型变量之间的典型相关系数为 0. 180（P=0. 848）。

由此可知，只需要考虑第一对典型变量（V1，W1）

即可。

基于第一组中原始变量线性表达该组中第一

个典型变量V1的表达式，见式（13）。

V1=0.031X1+0.019X2+0.058X3+0.071X4 （13）
基于第二组中原始变量线性表达该组中第一

个典型变量W1的表达式，见式（14）。

W1=0.121Y1+0.020Y2+0.021Y3 （14）
基于第一组中标准化变量线性表达该组中第

一个典型变量V1的表达式，见式（15）。

V1=0.256X1+0.151X2+0.694X3+0.189X4 （15）
基于第二组中标准化变量线性表达该组中第

一个典型变量W1的表达式，见式（16）。

W1=0.721Y1+0.171Y2+0.142Y3 （16）
将式（15）、式（16）中的系数与式（13）、式（14）

中的系数进行比较可知，经标准化变换后的系数变

大了，故采用式（15）和式（16）所呈现的第一对典型

变量（V1，W1）来下专业结论即可。

结论：第一组中的 4 个变量与第二组中的 3 个

变量之间的整体相关性，主要体现在 X3与 Y1之间

的相关性上，因为它们在各自表达式中的系数都

是最大的。相对于同一个表达式中的其他系数而

言，它们在数量上几乎比其他系数之和还要大。结

合例 1的实际情况来看，脉搏的快慢与抽烟量关系

密切。若求出它们之间的简单相关系数为 0. 886，
P<0. 001。也就是说，抽烟量越多的人，其脉搏数就

越大。

3. 2. 2　分析例2中的资料　

设所需要的SAS程序如下［5-6］：

proc cancorr data=a2；
var X1-X5；
with Y1-Y5；
run；
【SAS 输出结果及解释】第一对典型变量之间

的典型相关系数为 0. 351（P=0. 001）；第二对典型

变量之间的典型相关系数为 0. 203（P=0. 445）；第

三对典型变量之间的典型相关系数为 0. 107（P=
0. 877）；第四对典型变量之间的典型相关系数为

0. 067（P=0. 862）；第五对典型变量之间的典型相

关系数为 0. 012（P=0. 843）。由此可知，只需要考

虑第一对典型变量（V1，W1）即可。

参照本文例 1 中的 4 个表达式［见式（13）、式

（14）、式（15）、式（16）］，基于例 2 输出的结果，可以

写出4个表达式，为节省篇幅，此处从略。

结论：第一对典型变量（V1，W1）之间的相关性主

要取决于（X3、X5）与（Y3、Y4）之间的相关性。然而，

X5与（Y3、Y4）之间呈正相关，而 X3与（Y3、Y4）之间呈

负相关。欲对所得出的上述结果做出合理解释，需

要人力资源管理方面的专业知识，因篇幅所限，此

处从略。

4 讨论与小结  
4. 1　讨论　

典型相关分析，是研究两组变量之间相关性的

一种多元统计分析方法。事实上，典型相关分析是

由若干个彼此互相独立的典型变量对之间的相关

分析组成的。典型变量对中的每个典型变量是对

其所在组中全部变量信息的提炼和集成，在本质

上，典型变量就是主成分。在多数实际问题中，通

常只需要把注意力集中在对第一对典型变量进行

研究和解释上即可。

典型相关系数的平方表示两组典型变量间享

有的共同变异的百分比，可进一步分解为各自的解
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释能力。将“解释能力”乘以典型相关系数的平方，

它表示一组变量的方差被另一组典型变量解释的

平均比例，该比例也被称为典型冗余。因篇幅所

限，此处从略，可参阅文献［3，7］。

每组究竟应保留几个典型变量，通常依据经验

来确定，但文献［8］中给出了通过假设检验来确定

的方法。文献［1］中给出典型相关分析的几何解

释，还给出了基于典型变量计算典型得分和进行预

测的方法。

4. 2　小结　

本文介绍了与定量变量典型相关分析有关的

基本概念、计算方法、两个实例及其SAS实现。基本

概念包括典型变量、典型相关系数、典型相关分析、

典型变量个数的确定和典型变量的性质；计算方法

涉及典型相关变量中系数的估计和典型相关系数

的假设检验；两个实例的资料分别是“受试者的身

体形态及健康指标的测定结果”和“人力资源管理

实践变量与组织绩效变量的测定结果”。借助 SAS
对两个实例中的定量资料进行了典型相关分析，并

对输出结果做出了合理解释。
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