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【摘要】 本文目的是介绍与证实性因子分析有关的基本概念、计算方法、一个实例以及使用 SAS实现计算的方法。基本

概念包括显变量与潜变量、内生变量与外生变量、探索性与证实性、拟合优度、前提条件；计算方法涉及基本原理和数学模型、

证实性因子模型的计算；一个实例的资料是“邓阜仙岩体样品的部分化学成分及其含量”；借助 SAS软件，对实例中的数据进行

了证实性因子分析，并对SAS输出结果做出了解释。
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【Abstract】 The purpose of this paper was to introduce the basic concepts， calculation methods， one example related to the 
confirmatory factor analysis， and how to implement calculations using SAS.  Basic concepts included manifest variables and latent 
variables， endogenous variables and exogenous variables， exploratory and confirmatory， goodness of fit and prerequisites.  The 
calculation methods involved the calculation of basic principles， mathematical models and confirmatory factor models.  The data in the 
example was "partial chemical composition and content of Dengfuxian rock mass samples".  With the help of SAS software， the 
confirmatory factor analysis was conducted on the data in the example and an explanation was given to the SAS output results.
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证实性因子分析是一种能够核实公因子的结

构以及间接实现样品聚类分析的多元统计分析方

法，也被称为确定性因子分析，它是在探索性因子

分析的基础上进行的，进一步分析潜在因子和指标

之间已经确定的关系，以及潜在因子之间的相关程

度。本文将介绍与证实性因子分析有关的基本概

念、计算方法、一个实例以及使用SAS实现计算的方

法，并对SAS输出结果做出解释。

1 基本概念  
1. 1　显变量与潜变量　

可以直接观测其取值的变量被称为显变量；不

可直接观测取值但在背后支配或控制着显变量取

值的变量被称为潜变量，也被称为潜在因子。

1. 2　内生变量与外生变量　

内生变量是指在一个设定的模型中，受其他变

量影响或被其他变量解释的变量，可看作模型或方

程中的因变量；外生变量是指在一个设定的模型

中，只影响或解释其他变量，而不被其他变量影响

或解释的变量，可看作模型或方程中的自变量。当

内生变量既被其他变量影响、同时又影响其他变量

时，该内生变量也可被称为中介变量［1-2］。

1. 3　探索性与证实性　

在所研究问题中，若对潜变量的数量和重要性

一无所知时，只能提出假定的因子模型，通过实际

观测到的数据进行试探性建模，并对因子模型中的

载荷进行估计和检验，在统计学上，将这样一个实

现因子分析的过程称为探索性因子分析。基于探

索性因子分析的初步结果，可以知道在所研究问题

中，一共存在多少个可能重要的潜变量，也可以知

道哪些潜变量对哪些显变量具有不可忽视的控制作

用。此时，最好在原有资料的基础上增大样本，针对

探索性因子分析得到的“精炼因子模型”重新构建因

子模型，并对因子模型进行模型鉴别、参数估计和假

设检验、模型的拟合优度检验，以进一步确认所获得

的因子模型。这个过程被称为证实性因子分析［3-4］。
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1. 4　拟合优度　

所建立的因子模型对资料的拟合效果，可通过

两种方法进行评价。其一，计算拟合优度统计量，

例如赤池信息准则、施瓦茨贝叶斯准则等；其二，进

行拟合优度检验，例如χ2检验。

1. 5　前提条件　

对于证实性因子分析而言，假设的前提条件和

探索性因子分析是不完全一样的。首先，探索性因

子分析模型要求潜在因子是相互独立的，因为它的

主要目的是从众多指标中寻找尽可能少的具有代

表性的潜在因子，如果不独立，这些潜在因子就没

有代表性；而证实性因子分析模型不要求潜在因子

相互独立，因为它的主要目的是估计潜在因子之间

的相关性。其次，探索性因子分析模型要求潜在因

子 ξj是方差为 1 的变量；而证实性因子分析模型不

要求潜在因子 ξj是方差为1的变量。

这两种因子分析模型共同的前提条件：①要求

Xi是随机变量；②要求误差项 δi是互相独立的、均值

为 0、方差为常数的正态随机变量；③要求误差项 δi

与所有潜在因子 ξj相互独立。对于证实性因子分析

模型的矩阵形式而言，其前提条件可表述为：X是随

机向量；δ是均值向量为零向量、方差向量为常向量

的多元正态随机向量；ξ与 δ相互独立。

2 计算方法  
2. 1　基本原理和数学模型　

从理论上看，证实性因子分析和探索性因子分

析的数学模型相同，其表达见式（1）。

Xi = ai1 ξ1 + ai2 ξ2 + ⋯ + aiq ξq + δi， i = 1，2，⋯，k（1）
式（1）中，X1，X2，…，Xk是 k个可测变量（或称为

显变量）；ξ1，ξ2，…，ξq是 q 个潜在因子（或称为隐变

量），q≤k；aij （j=1，2，. . . ，q）是待估计的因子载荷；δi

是误差项。

证实性因子分析和探索性因子分析的区别：进

行探索性因子分析时，总是假定研究者对指标的内

在结构以及隐含的潜在因子一无所知，或知之甚

少，因此，估计模型（1）中的未知因子载荷 aij（j=1，
2，. . . ，q）时，所有的因子载荷都应估计，也就是说，

探索性因子分析是一种非限制性的分析，其结果完

全取决于已知数据；而证实性因子分析是在探索性

因子分析的基础上进行的，它不需要估计所有的因

子载荷，只需估计特定的因子载荷，其余因子载荷

均假定为零［5-6］。

2. 2　证实性因子分析的计算　

2. 2. 1　由样本导出的与模型隐含的方差协方差矩阵　

假定证实性因子分析模型（1）中含有 k 个观测

变量（X变量）。令 S是由原始数据计算出来的关于

这 k 个观测变量的方差协方差矩阵，由于它不受任

何条件的限制，故称之为非限制性方差协方差矩

阵，也称为由样本导出的方差协方差矩阵。又假设

证实性因子分析模型（1）的三个基本矩阵 a、Φ 和 θ
中共含有 p 个未知元素，称为待估计的未知参数或

自由参数，其余的元素为 0，称为固定参数。令ω是

由这 p个未知参数构成的向量，它是一个 p维向量。

对于ω的任意一组给定的值，都可以由模型（1）计算

出X的一组预测值。将由这组X的预测值计算出来

的方差协方差矩阵记为Σ（ω），则有式（2）。

Σ(ω) = E [ (aξ + δ ) (aξ + δ )T ]
= E (aξξTaT ) + E (aξδT ) + E ( δξTaT ) + E ( δδT )
= aE ( ξξT )aT + aE ( ξδT ) + E (δξT )aT + E (δδT ) （2）
由于有式（3）（假设的前提条件）成立。

E ( ξδT )=E ( δξT )=0，  E ( ξξT )=Φ，   E ( δδT )=θ （3）
将式（3）带入式（2），则有式（4）成立。

Σ( ω )=aΦaT + θ （4）
这就是说，由一个特定的证实性因子分析模型

导出的方差协方差矩阵 Σ（ω）可以表示成它的三个

基本矩阵的函数。一般称Σ（ω）为模型（1）隐含的方

差协方差矩阵，也称为拟合的方差协方差矩阵［7］。

由以上分析可知，由样本导出的方差协方差矩

阵 S 是由观测数据计算得到的，它是一个与参数 ω
无关的 k 阶方阵，表示原始变量之间的相关程度。

模型隐含的方差协方差矩阵 Σ（ω）是由拟合模型的

预测值计算出来的，它是一个与参数 ω 有关的 k 阶

方阵，表示预测变量之间的相关程度。因此，如果

一个模型可以很好地描述变量之间的关系，则这两

个矩阵的对应元素应当很接近。证实性因子分析

的统计检验就是以此为依据的。

2. 2. 2　未知参数的估计和检验　

对于一个特定的证实性因子分析模型（1），估

计其未知参数的方法有很多，例如最大似然估计

法、广义最小二乘法、非加权最小二乘法、加权最小

二乘法等。这些方法都要求数据符合正态分布。

下面简要介绍迭代法估计参数的过程。

令ω0是模型（1）中参数的一个初始估计，S是由

原始观测变量导出的方差协方差矩阵，Σ（ω0）是由

这个初始估计确定的模型所隐含的方差协方差矩
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阵。令式（5）是一个由模型（1）导出的关于参数ω的

迭代公式。

ωi = g ( ωi - 1 )，    i=1，2，… （5）
如果Σ（ω0）与S无限接近，即达到预先给定的精

确度要求，则ω0可以被认为是模型中未知参数ω的

一个“准确”的估计。如果Σ（ω0）与 S的接近程度未

达到预先给定的精确度要求，则将初始估计ω0代入

迭代式（5），计算出新的估计ω1，然后检查ω1是否满

足要求。如果仍不满足要求，则将 ω1 代入迭代式

（5），计算出又一个新的估计 ω2，如此迭代下去，直

到求出一个满足要求的 ω的估计，并称最后得到的

这个估计为模型（1）的一个非标准参数估计。求出

非标准参数估计值后，分别对每一个估计值计算其

标准误和 t值，并进行统计检验。此处，标准误的估

计是以渐近分布理论为依据的。

2. 2. 3　计算标准因子载荷　

与多重线性回归分析中标准回归系数的估计

类似，在证实性因子分析中，也可以计算因子载荷

的标准估计值。有两种方法：一是将观测变量标准

化，即用观测变量的相关系数矩阵进行分析；二是

利用公式计算，例如，指标Xi在潜在因子 ξj上的因子

载荷aij的标准估计值可用式（6）计算出来。

a ( s)
ij =aij Sξj

/SXi
（6）

式（6）中，Sξj和 SXi分别是潜在因子 ξj和指标Xi的

标准差。标准因子载荷消除了量纲的影响，可用来

比较各指标对潜在因子的相对重要性。绝对值越

大，指标对潜在因子的贡献越大。

3 实例与SAS实现  
3. 1　问题与数据结构　

3. 1. 1　实际问题及数据　

【例 1】邓阜仙岩体样品的部分化学成分及其含

量见表 1［8］。试对此资料进行证实性因子分析。对

表 1资料的探索性因子分析结果表明，有一个因子

支配着 X1，记为 ξ1，称为非金属氧化物因子；另一个

因子支配着X2、X3、X4和X5，记为 ξ2，称为金属氧化物

因子。证实性因子分析路径图见图1。
【例 2】沿用例 1资料，如果原始数据丢失，但知

道对原始数据加工后得到的相关系数矩阵，见表 2，
其他条件不变，请在此基础上对资料进行证实性因

子分析。

3. 1. 2　对数据结构的分析　

例 1 资料是一个单组设计 5 元定量资料。例 2
资料是例 1资料的另一种表达形式，本质上仍是单

组设计5元定量资料。

3. 2　用SAS实现统计分析　

3. 2. 1　分析例1的资料　

设所需要的SAS程序如下［9］：

data a1；
input id$ X1-X5；
cards；
1 75. 20 0. 140 1. 86 0. 91 5. 21
2 75. 15 0. 160 2. 11 0. 74 4. 93
3 72. 19 0. 130 1. 52 0. 69 4. 65
4 72. 35 0. 130 1. 37 0. 83 4. 87
5 72. 74 0. 100 1. 41 0. 72 4. 99
6 73. 29 0. 033 1. 07 0. 17 3. 15

表1　邓阜仙岩体样品的部分化学成分及其含量

Table 1　Partial chemical composition and content of 
Dengfuxian rock mass samples

样　　品

1
2
3
4
5
6
7

SiO2（X1）
75. 20%
75. 15%
72. 19%
72. 35%
72. 74%
73. 29%
73. 72%

TiO2（X2）
0. 14%
0. 16%
0. 13%
0. 13%
0. 10%
0. 03%
0. 03%

FeO（X3）
1. 86%
2. 11%
1. 52%
1. 37%
1. 41%
1. 07%
0. 77%

CaO（X4）
0. 91%
0. 74%
0. 69%
0. 83%
0. 72%
0. 17%
0. 28%

K2O（X5）
5. 21%
4. 93%
4. 65%
4. 87%
4. 99%
3. 15%
2. 78%

图1　例1资料对应的证实性因子分析路径图

Figure 1　Confirmatory factor analysis path map for example 1 data
表2　相关系数矩阵

Table 2　Correlation coefficient matrix
变　　量

X1
X2
X3
X4
X5

X1
1. 000
0. 239
0. 518
0. 143
0. 116

X2

1. 000
0. 910
0. 922
0. 923

X3

1. 000
0. 766
0. 835

X4

1. 000
0. 960

X5

1. 000

3
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7 73. 72 0. 033 0. 77 0. 28 2. 78
；

run；
proc calis data=a1 method=lsml；
lineqs X1= f1+e1，
X2= f2+e2，
X3=a32 f2+e3，
X4=a42 f2+e4，
X5=a52 f2+e5；
std e1-e5=var_e1-var_e5， f1 f2=2*var_f；
cov f1 f2=cov；
run；
quit；
【SAS 主要输出结果及解释】线性方程中，标准

回归系数的估计结果见表 3。因子模型中 5个参数

与 0之间差异均有统计学意义，说明通过探索性因

子分析得到的因子模型基本成立。

外生变量方差的标准化结果的估计值见表 4。
5 个外生变量中只有第一个 e1具有统计学意义，而

其他 4 个均无统计学意义。严格地说，可将其他 4
个外生变量设置为 0，重新运行 SAS程序，以获得因

子模型中其他参数更稳定的估计结果。

由表 3 和表 4 的计算结果，可写出线性方程组

中各方程的具体表达式，见式（7）。

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

X1 = 0.039f1 + 0.998e1
X2 = 0.952f2 + 0.094e2
X3 = 0.853f2 + 0.272e3
X4 = 0.970f2 + 0.059e4
X5 = 0.981f2 + 0.037e5

（7）

外生变量中协方差的标准化结果的估计值见

表 5。两个隐变量之间的协方差的估计值为 4. 439，
此值与 0之间差异无统计学意义，即可以认为两个

隐变量互相独立。

基于上述表3、表4、表5的结果，绘制出例1资料

对应的证实性因子分析路径图，见图2。

3. 2. 2　分析例2的资料　

设所需要的SAS程序如下［9］：

data a2（type=corr）；

infile cards missover；
_type_='corr'；
if _n_=1 then _type_='n'；
input _name_ $ X1-X5；
CARDS；
n 7 7 7 7 7
X1 1. 00000 0. 23918 0. 51767 0. 14322 0. 11554
X2 0. 23918 1. 00000 0. 91026 0. 92200 0. 92308
X3 0. 51767 0. 91026 1. 00000 0. 76621 0. 83477
X4 0. 14322 0. 92200 0. 76621 1. 00000 0. 95980
X5 0. 11554 0. 92308 0. 83477 0. 95980 1. 00000
；

RUN；

proc calis data=a2 method=lsml；
lineqs X1= f1+e1，
X2= f2+e2，
X3=a32 f2+e3，

表3　线性方程中的标准化效应

Table 3　Standardization effects in linear equations
变　量

X1
X2
X3
X4
X5

预测变量

f1
f2
f2
f2
f2

参　数

-
-

a32
a42
a52

估　计

0. 039
0. 952
0. 853
0. 970
0. 981

标准误

0. 017
0. 044
0. 115
0. 032
0. 025

t

2. 362
21. 871

7. 402
30. 679
38. 784

Pr>|t|
0. 018

<0. 001
<0. 001
<0. 001
<0. 001

表4　外生变量方差的标准化结果

Table 4　Normalized results of the variance of exogenous variables
变量类型

误差

隐藏

变　量

e1
e2
e3
e4
e5
f1
f2

参　数

var_e1
var_e2
var_e3
var_e4
var_e5
var_f1
var_f2

估　计

0. 998
0. 094
0. 272
0. 059
0. 037
1. 000
1. 000

标准误

0. 001
0. 083
0. 197
0. 061
0. 050

-
-

t

763. 200
1. 128
1. 385
0. 965
0. 747
-
-

Pr>|t|
<0. 001

0. 260
0. 166
0. 335
0. 455

-
-

表5　外生变量中协方差的标准化结果

Table 5　Normalized results of covariance in exogenous variables
Var1

f1

Var2
f2

参　数

cov
估　计

4. 439
标准误

10. 338
t

0. 429
Pr>|t|
0. 668

图2　带有参数估计值的例1资料对应的证实性因子分析路径图

Figure 2　Confirmatory factor analysis path map for example 1 data 
with parameter estimation values
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X4=a42 f2+e4，
X5=a52 f2+e5；
std e1-e5=var_e1-var_e5，f1 f2=2*var_f；
cov f1 f2=cov；
run；
quit；
【SAS主要输出结果及解释】与例 1的输出结果

完全相同（因为是同一个资料，只是输入的数据格

式不同而已），此处从略。

4 讨论与小结  
4. 1　讨论　

4. 1. 1　潜在因子的尺度问题　

任何一个观测变量都是有尺度的，即有原点和

单位。何为潜在因子的尺度？例如，在例 1中，有一

个因子支配着 X1，记为 ξ1，称为非金属氧化物因子；

另一个因子支配着X2、X3、X4和X5，记为 ξ2，称为金属

氧化物因子。ξ1和 ξ2都是不可直接观测的理论变量

或潜在因子，它们显然是没有尺度的，即没有原点和

单位。为了使得潜在因子之间具有可比性，必须对

每一个潜在因子定义它的原点和单位。假设潜在因

子的均值为 0，也就是说，只要将原始数据标准化，

潜在因子的原点问题就得以解决。在此基础上，解

决潜在因子的单位问题有两个常用方法：一是假定

所有潜在因子的方差为 1，即假定潜在因子的单位

等于样本所代表的总体的标准差；另一个最常用的、

最方便的方法是在每一个潜在因子所支配的几个观

测变量中，选择一个作为参照变量，并假定该潜在因

子对这个参照变量的影响为1，即参照变量在这个因

子上的因子载荷为1，这就意味着该潜在因子的尺度

被假定为与参照变量的尺度一样。

4. 1. 2　模型的可鉴别性　

设模型中观测变量总个数为 k，并令 c=k（k+1）/2，
称为模型的信息量；又设模型中待估计的未知参数

的个数为 p，则有下列命题成立：对于可鉴别的模型

（包括正好可鉴别和过分可鉴别两种情形），一定有

c≥p。也就是说，如果 c<p，模型一定是不可鉴别的。

如果 c<p，解决这个问题的一种办法是增加限制条

件：如限定某些变量的因子载荷为 1，则未知参数

的个数就减少 2；还可限定某个指标的度量误差为

0 或近似为 0，则未知参数的个数将进一步减少。

于是，原来不可鉴别的模型就可能转化为可鉴别的

模型。此外，还可以通过增加观测变量解决不可鉴

别的问题。

4. 2　小结　

本文介绍了与证实性因子分析有关的基本概

念、计算方法、一个实例以及使用SAS实现计算的方

法。基本概念包括显变量与潜变量、内生变量与外

生变量、探索性与证实性、拟合优度、前提条件；计

算方法涉及基本原理和数学模型、证实性因子模型

的计算；一个实例的资料是“邓阜仙岩体样品的部

分化学成分及其含量”；借助 SAS软件，对实例中的

数据分别进行了证实性因子分析，并对 SAS输出结

果做出了解释。
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