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【摘要】 本文目的是系统全面地总结和归纳经典统计中的回归模型及其合理选用的要领。具体方法是先按因变量的性

质分为定量因变量与定性因变量两大类，再分别按自变量所具备的不同前提条件，并基于经典统计思想构建相应的回归模

型。初步结果为：在定量因变量的场合下，经典回归模型大致有16种不同情形；而在定性因变量的场合下，经典回归模型大致

有6种不同情形。总之，在构建经典回归模型时，应当依据因变量的性质和自变量所具备的前提条件，选择最合适的回归模

型，才能达到比较理想的统计分析目的。
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【Abstract】The aim of this paper is to systematically summarize the regression models in classical statistics and the essentials of

their rational selection．The concrete method of construct in the corresponding regression model based on the classical statistical thought

is as follows：the first step is to divide the dependent variables into two categories—the quantitative dependent variable and the

qualitative dependent variable according tO the nature of the dependent variables；the second step is that the independent variables have

the preconditions to be taken into account．The preliminary result is as follows：in the case of quantitative dependent variable and

qualitative dependent variable there ale roughly 1 6 and 6 different situations in the classical regression models．In short，when building

a classical regression model，the most suitable regression model must be selected according to the nature of the dependent variable and

the preconditions of the independent variables to achieve the aim of the ideal statistical analysis．
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1 引 言

1，1何为回归分析

统计学上，统计学家用一个函数关系式将因变

量随自变量变化而变化的关系呈现出来，并称其为

回归方程(对样本而言)或回归模型(对总体而言)。

而在具体实践中，人们常把回归方程与回归模型视

为同一个东西，在称呼时带有随意性。回归分析通

常包括构建回归方程、对其回归系数进行假设检验

和区间估计(即由样本去推论总体的规律，在本质

上是希望得到或接近回归模型)，最终目的是在给

定自变量的新取值条件下，预测因变量的取值；少数

场合下，会给定因变量的取值，把握自变量的取值区
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间(即用于控制)。

1．2构建回归方程并求解的方法

—般来说，构建回归方程并习獬的黼以下三种。
其一，经典回归分析法。仅依据样本信息并结

合专业知识人为构建一个回归方程A，再依据某些
假定(如因变量服从某种特定的概率分布)和数学

技术或原理(如最小二乘法或其改进方法、最大似

然法或其改进方法、广义估计方程法等)派生出一

个方程组B，方程组B中包含的方程个数为方程A

中待定回归系数的个数再加1(用于估计回归方程

中的一个待定的常数项)。采用各种数值计算技术

或迭代计算技术求出方程组B的解，也就获得了方

程A中全部待定系数的估计值(包括截距项和全部

自变量前的回归系数)。根据对因变量所做出的假

定不同，还可细分为“参数回归分析法”“半参数回
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归分析法”和“非参数回归分析法”。

其二，贝叶斯回归分析法。在经典回归分析的

基础上，再利用总体的有关信息，附加上关于回归方

程中待估参数的“先验信息”，并借助马尔科夫链蒙

特卡罗算法(简称MCMC算法¨1)，获得回归系数的

“后验信息”，进而获得回归方程中各待定系数的平

均估计值(即基于m次随机抽样数据算得m个回归

方程中的待定系数，求取同一个待定系数的算术平

均值作为该待定系数的最终估计值)。

其三，机器学习回归分析法旧J。此法与前述两种

方法有较大区别且有多种解决问题的思路，即现代回

归分析中所提及的“神经网络回归分析法”“决策树

回归分析法”“随机森林回归分析法”和“支持向量机

回归分析法”等。因篇幅所限，此处暂不赘述。

1．3本文将涉及的范围

因篇幅所限，本文仅粗略介绍与“经典回归分

析”有关的主要内容。其基本思路是：先按因变量

分为定量和定性两种场合，再按自变量所具备的前

提条件，分别进行概述和总结。

2因变量是定量变量的回归分析

2．1 自变量只有一个且不需要对变量进行变

换一简单线性回归分析
简单线性回归分析是定量地研究两个变量之间

线性关系的方法，模型为：

Y=a+届缸+占 (1—1)

其中：Y是因变量，x是自变量，￡是误差项。

2．2自变量只有一个，需要适当变换的回归分析

当因变量随着自变量变化关系不呈直线，而是

曲线时，就需要对因变量和／或自变量进行相应的变

换。一般变换有以下几种：

(1)当因变量y随着X的变化符合指数曲线规

律时，可以对因变量Y取对数变换，使指数曲线直线
化。指数函数的一般形式为∞J：

Y=oe“+k或Y=aexp(bx)+k (1—2)

其中：a≠0，k为渐近线。当不考虑k时，对式
(1—2)等号两端同时取对数，得：

Yl=lna+如

如果以Y．和X在直角坐标系内绘制的散点图

呈直线变化趋势时，就可以考虑采用指数曲线来拟

合和解释y与X之间的关系。

(2)当因变量y随着X的变化符合幂函数曲线

规律时，可以对自变量X和因变量y同时取对数变

换，使幂函数曲线直线化。幂函数的一般形式为：
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Y=似6+k(Ⅱ>0，戈>0) (1—3)

当不考虑k时，对式(1—3)等号两端同时取对

数，得：

Yl=lna+6l似

此时以Y，和lnx在直角坐标系内绘制的散点图

呈直线变化趋势时，就可以考虑采用幂函数曲线来

拟合和解释Y与X之问的关系。

(3)当实测数据曲线呈拉长的“s”形或“乙”字

形，其形状只升不降(正“s”形)或者只降不升(反

“s形”)。此时可以考虑拟合L09istic曲线回归方

程。多用于发育、繁殖、动态率、剂量反应及人口等

方面的研究。一般形式为：

y出忐 (1—4)

(4)当以百分数P为因变量时，若其随自变量

变化的规律呈“s”形曲线时，取P的Logit变换值

为Y。

Lo舀t变换公式为：

y山南 (1—5)

(5)当因变量的一系列取值可与标准正态分布

曲线下的一系列累计面积(％)一一对应时，可建立

其与标准正态分布曲线下横坐标值X之间的关系，

此时，可称为对Y进行Probit变换。

Probit公式为：

Y：生丝+5
盯

(1—6)

其中：肛为均数，是正态曲线面积下相当于50％

时横坐标轴上的值，(x一肛)／盯为标准正态离差，加

5是为了消除可能存在的负数以便于计算。

(6)当因变量与自变量不是简单的一阶关系，而是

与自变量的二阶甚至高阶存在线性关系时，就需要使

用多项式回归分析方法。P阶多项式回归模型为：

Y=风+卢1戈+届2戈‘+⋯+尾戈’+占 (1—7)

其中：院(k=1，⋯，P)称多项式回归系数。P=2

时，称二项式回归，依次类推。当P值太大时(P≥6)，

自变量X各阶之间容易发生共线性问题，因此P常取

不大于5的值。若散点图呈抛物线，可以考虑二项式

回归方程，通常叫做抛物线回归方程；当散点图呈波

峰波谷成对出现时，可以考虑三项式回归方程。

(7)结果变量为计数的，初期增长缓慢，随后增

长速度逐渐加快，达到一定程度后又逐渐减慢，最后

达到饱和状态，呈这种变化趋势时，可以选用

Compertz曲线回归方程。

以上7个公式的散点图皆是可以通过变量转

换，达到曲线直线化的目的，因此在拟合一个因变量

与一个自变量的回归方程时需要先作散点图并观察
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其特点，以便选用相适应的变量转换，使曲线变换为

直线，得到直线回归方程，最后再还原到初始变量。

进行曲线拟合时需要注意：由于生物医学的特

点，资料的散点图往往不是完整的抛物线或波浪线，

有可能仅是其中一段，需注意结合散点图的变化趋

势选择合适的曲线类型，没有把握时，多选用几种最

接近的曲线类型，以因变量的计算值与观测值之间

的偏差平方和最小为判定标准，确定最合适的曲线
类型。

2．3含有多个自变量且不存在共线性的多重线性

回归分析

研究一个计量因变量和多个自变量之间的线性

关系，一般选用多重线性回归分析，多重线性回归分

析一般模型为：

Y=／30+卢l戈1+皮戈2+⋯+／3。x。+s(m=1，2，⋯)

(1—8)

其中：岛为截距项，尾(k=1，⋯，m)为各个自变

量的偏回归系数，占为误差项。通常基于最小二乘

原理推导出正规方程组，求解此方程组便可获得截

距项和全部回归系数的估计值。

2．4含有多个自变量且存在共线性的回归分析

以下为两种消除或减弱共线性影响的改进回归

分析方法：

(1)主成分回归分析基本原理与计算方法：

①以因变量Y和全部自变量x。，x：，⋯，x，进
行多重线性回归，并诊断全部自变量之间的多重共

线性[4。。

②将原来的具有共线性的回归变量(即自变

量)X。，X：，⋯，x，进行主成分分析，得出相关系数

矩阵的特征值、贡献率和累积贡献率。

③计算标准化自变量x。，xi，⋯，x；，见公式

(1—9)，按公式(1—10)计算P个主成分的值。

Xi=(Xi—Xi)／Sx，(i=l，⋯，P) (1—9)

Zi=(ailXj+ai2X2+⋯+aipXp)／Sx．，(i=1，⋯，P)

(1—10)

式中：x：为第i个标准化自变量；xi为第i个自

变量，x。为第i个自变量均值；S、为第i个自变量的

标准差；z，为第i个主成分；a。。为特征向量的分量。

④做回归自变量选择。用累计贡献率i>80％所

包含的rn个主成分变量代替原来的P个自变量，建

立主成分回归方程。

Y=130+13lZl+p222+⋯+B。Z。

⑤将主成分z。的表达式回代到回归方程中，

再将标准化变量还原为最原始的自变量，便可以得

出因变量对原始自变量的回归方程。

(2)岭回归分析基本原理与计算方法：

①多重线性回归的回归系数可以表示为：

13=(XX)一XY (1—11)

其中x为自变量的／／,X m阶矩阵，x’为x的转

置矩阵，(x x)为对称的m X m方阵，(x。x)‘1为

(Xx)的逆矩阵，Y为因变量n×1向量。13为回归

系数的m×l向量。

②岭回归分析方法对回归系数估计的方法
如下：

13(k)=(X X+kI。)。X Y (1—12)

即在矩阵(x。X)的主对角线元素上加上一个非

负因子k，其中I。为m阶单位矩阵，k>0，称为岭

参数。

③模型系数随参数k变化的曲线称为岭迹图，

可以根据岭迹图变化的形状来确定k值和进行自变

量的筛选。确定k值的方法还有方差膨胀因子法和

残差平方和法。

④选择变量的标准

A．在岭回归计算中，剔除标准化岭回归系数比

较稳定且绝对值很小的自变量。

B．当k值较小时，标准化岭回归系数并不小，

但随k值增加而迅速趋于0的自变量应剔除。

c．剔除使回归系数很小稳定的自变量。

2．5基于Possion分布的Possion回归分析

Possion回归方程用于描述单位时间、面积或空

间内某事件发生数的影响因素分析方法。Possion

回归模型一般形式为：P(dlX)：也虹啦监卒型趔
a!

(1—13)

其中：d表示单位时间或空间事件发生数，x表

示观察事件发生数。

2．6数据存在过离散时的负二项回归分析

负二项回归和Possion回归类似，都适用于因变

量为计数的资料。但Possion要求均数和方差相等，

实际数据中往往不符合，学者们引入了负二项回归。

在医学研究中，很多事件的发生是非独立的，此时可

以采用负二项回归进行分析。负二项回归模型为：

g(肛i)=g(E(y。))=／30+flI戈n+伤戈也+⋯+fl。戈拥，

i=1，2，⋯，n (1—14)

2．7生存资料的回归分析

2．7．1生存资料Cox模型回归分析

它可以同时分析众多因素对生存时间的影响，
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不受生存分布类型的影响。回归模型形式为：

h㈤(￡)=h0(t)exp(∑即i。) (1—15)
，=1

其中：^。(t)为第i名受试者生存到ti时刻的危

险率函数，h。(t)是当所有危险因素不存在时的基础

危险率函数。

2．7．2生存资料参数模型回归分析

生存资料参数模型回归分析，即生存时间分布

符合某一分布，通常有指数分布、Weibull分布、对数

正态分布、Gamma分布等。此时需要根据数据的具

体分布类型选择与其相适应的参数模型进行回归

分析。

2．8分位数回归分析

主要描述因变量Y的分位数与自变量x之间

的线性依赖关系。当数据中存在较多的异常值，通

常基于正态分布假定的多重线性回归方程拟合效果

不好，而采用因变量Y的百分位数拟合效果好，此

时可以考虑分位数回归分析。分位数回归较通常意

义下的多重线性回归的优点：①如果要估计的模型

存在异方差，不会影响估计的结果；②能够在不同的

分位数水平下全面刻画分布的特征，特别适合极端
值和尾部分布的研究；③估计结果不受离群值(极

端值)影响，具有很强的稳健性∞o。分位数回归模
型为：

Yi=80+卢1戈1+82x2+⋯+卢。戈。+s(n=1，2，⋯)

(1—16)

其中：Y。为因变量的分位数，其余与通常的多重

线性回归模型相同。

2．9因变量的取值为随自变量变化而呈现出“累

计发生率”的Probit回归分析

Probit回归方程可用于描述因变量的一系列取

值为随自变量变化而呈现出“累计发生率”的多重

回归分析问题，例如某种药物阳性反应率。如果用

P=P(Y=1 x)表示在自变量取值为x时阳性结果

发生率，那么Probit回归模型可以写成：

P：去■m如+‘‘～唧<知dx
√二7r。一w 一

(1—17)

或咖“(P)=o+卢lxl+卢2x2+⋯+卢。瓦

(1—18)

其中：d和卢。，卢：，⋯，卢。分别是模型的常数项和

回归系数。

值得一提的是，前面第2．2节中的(5)“Probit变

换”与此处的“Probit回归分析”在本质上是一回事。
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3 因变量是定性变量的回归分析

3．1 因变量为二值变量的Logistic回归分析

当观测对象为一个个的受试对象时，二值

Logistic回归分析与Probit回归分析类似，皆属于二
值资料的概率回归分析问题。然而，Probit回归分

析中的因变量的一系列取值皆为0～1之间的概率

值且呈现出“累计概率”的形式，事实上，此时的观

测对象不是一个个单独的个体，而是一组组的“群

体”，即全部群组按自变量取值由小到大排序后，对

应的各群组中某现象的发生率呈现递增的变化趋

势，其最小值可以为0．00％、最大值可以为

100．00％；Logistic回归分析中的因变量取值皆为0
或者1，即观测对象皆为一个个的单独的个体。

P=P(Y=1 x)表示在自变量取值为x时阳性结果

发生的概率，Logistic回归模型的基本形式如下。

阳性结果不出现的概率表达式为：

P(卜o)2而玎i丽乖面了丽
(2—3)

阳性结果出现的概率表达式为：哪圳=高尚等等勰
(2—4)

式(2—4)与式(2—3)中两个概率比数的自然

对数为：

In(丁三i)=口+卢lxl+卢2x2+⋯+戽瓦(2—5)

3．2 因变量为多值无序变量的多项分类Logistic回

归分析

多项分类Logistic回归模型是二值Logistic回归
模型的拓展，适用于一些因变量结果多于两个的资

料。例如研究不同疾病、不同性别的患者与所用药

物种类频数构成的关系。多项分类Logistic回归模
型为：

p一 竺旦!生±鱼!茎!±＆圣：：：±＆兰1
1

J c ’

∑exp(n，+pflXl+卢，2五+⋯+卢巾Xp)

J=0，1，2，⋯，C (2—6)

其中：nD=0和卢。女=0(k=1，2，⋯，P)，at和p¨

&，⋯，岛为未知参数。0～c表示c+1个不同无序
结局，Pi表示结局为．?时的概率。

3．3 因变量为多值有序变量的有序Logistic回归分析

当因变量为多值有序变量时，例如疾病严重程

度、治疗效果等，皆可以使用有序Logistic回归模型
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进行分析。有序Logistic模型很多，应用最广泛的是

累积Logistic模型，而且可以通过统计软件实现。

P．．．．．．．．．—．．．．．．．———————————————————————————————————!：————————————————————————————．—．．————一1
1+exp[-((q+序。石。+艮恐”。+岛墨)]’

J=0，1，2，⋯，c (2—7)

其中：q和岛。，序，⋯，岛为未知参数。0～c表示
c+1个不同有序结局，Pi表示结局为J时的概率。

3．4观测结局不独立的二水平Logistic回归分析帕】

因变量为二值变量，但各个观测结果并不互相独

立，此时使用一般Logistic回归模型分析就不合适。

可采用多水平Logistic回归模型分析，一般模型为：

·n(南)_邵+ZU

机效应服从均值为0的正态分布。

3．6 观测结局不独立的二水平多值有序变量的

Logistic回归分析∞1

因变量为多值有序变量且各个实验组的观测结

局不是完全独立，此时可以使用二水平多层累积

Logistic回归模型，其模型为：ln端砥+邵倒(2-10)
其中：x是固定效应的解释变量设计矩阵，z是

随机效应的解释变量设计矩阵，卢是固定效应，u是

服从均值为0的正态分布的随机效应。
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