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【摘要】 本文的目的是简要介绍与Z检验有关的基本概念和理论基础。基本概念涉及五个方面的内容：①何为Z检验；

②何为正态分布；③Z检验的前提条件；④Z检验的适用场合；⑤Z分位数的适用场合。理论基础涉及两个方面的内容：正态分

布与其他概率分布之间的关系以及正态分布可用于某些其他概率分布的近似计算。
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How to use Z test correctly——the basic concepts and the preconditions of the Z test
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【Abstract】 The purpose of this article was to briefly introduce the basic concepts and the theoretical fundamentals related to
the Z test. The basic concepts involved to five contents as follows：Firstly，what is the Z test；Secondly，what is normal distribution；
Thirdly，the preconditions of the Z test；Fourth，the occasion applicable of the Z test；Fifth，the occasion applicable of the Z
quantile. The theoretical fundamentals were concerned with the following two aspects：one was the relationships between the normal
distribution and the other probability distributions，the other was that the normal distribution could be applied to the approximate
calculation for the other probability distributions.
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在对多种统计量进行比较时需要用到Z检验，

本文将着重介绍“与Z检验有关的基本概念”“正态

分布与其他概率分布之间的关系”和“正态分布可

用于某些其他概率分布的近似计算”这三部分

内容。

1 与Z检验有关的基本概念

1. 1 何为Z检验

以正态分布为理论依据的假设检验叫做 Z检

验。Z只是一个符号或名称，它本身并无特殊含义，

关键是它所表达的内容。例如，当人们收集了来自

单组设计一元定量资料（设结果变量名为“x”）的 n
个取值时，将其代入下面的式（1）进行计算，再依据

正态分布的理论和方法，就可以推断这个样本所代

表的总体均值与已知均值“μ0”之间的差别是否具有

统计学意义。

Z = |
-x - μ0|
σ n

(1)
在式（1）中，假定“标准差 σ”是一个已知的常

数。由此式所定义的“Z”被称为“Z检验统计量”，即

它是一个可用于实现对某种“检验假设”进行检验

的计算公式。统计学家已经证明，式（1）中定义的

“Z检验统计量”是一个服从标准正态分布的随机变

量，故可以基于样本数据代入式（1）计算出来的结

果，并依据标准正态分布的理论作出统计推断。在

统计学中，类似式（1）的公式还有多个（注意：应用

场合和公式的具体表现形式不尽相同），因篇幅所

限，此处从略。

1. 2 何为正态分布

1. 2. 1 正态分布的历史

早在 1733年，A. de Moivre首先提出这种分布

·科研方法专题·

418



2020年第 33卷第 5期四川精神卫生 http：////www. psychjm. net. cn
的方程，至 19世纪初期，德国数学家C. F. Gauss与
法国数学家 P. S. de Laplace分别对其加以发展，但

他们过分强调一切自然现象均服从正态分布。约

在 1924年后，经英国数学家 K. Pearson论证，正态

分布只是自然界中随机变量的一种分布形式［1-3］。

因此，把“正态”作为分布的一种名称而不作为“正

常状态”来理解，更为合适。

1. 2. 2 正态分布的作用

纵观经典统计学的全部内容，正态分布在统计

学理论中确实占有十分重要的地位，因为它具有许

多良好的性质，是许多分布（如二项分布、Poisson分
布、ｔ分布、χ２分布、F分布等）在特定条件下的近似

分布；另一方面，有一些重要分布（如 χ２分布、ｔ分

布、F分布及其非中心分布）是由正态分布派生而

来。一般情况下，若影响某一数量指标的随机因素

很多，而每个因素所起的作用不太大，则这个指标

的取值近似服从正态分布。

1. 2. 3 一般正态分布的定义

若连续型随机变量 x的概率密度函数由下面的

式（2）给出：

f ( x ) = 1
2π σ e

- 1
2σ2 (x - μ )

2
，-∞ < x < +∞ （2）

则称x服从一般正态分布，并记作x～Ｎ（μ，σ２），

其分布函数（也称为累积概率分布函数）见式（3）：

F ( x ) = ∫-∞x f ( t )dt （3）
1. 2. 4 标准正态分布的定义

由上文中的一般正态分布可知，每个实际问题

对应着一个特定的“概率密度函数（由具体的均值μ
和方差σ2）”所决定。在解决实际问题时，每次都可

能要涉及式（2）或式（3）的复杂计算。为了简化计

算，可通过式（4）将一般正态分布转变成标准正态

分布：

Z = x - μσ (4)
由式（4）可以解出变量 x，见下面的式（5）：
x = μ + σ Z (5)
将式（5）中等号右边的内容代入式（2）和式（3）

等号右边，就得到式（6）和式（7）：

ϕ (Z) = 1
2π e

-12 Z2 (6)

Φ (Z) = ∫-∞Z φ ( )t dt (7)
在式（6）和式（7）中，“Z”被称为服从标准正态

分布的随机变量，简记为Z~N (0，1)，其含义是：服从

标准正态分布的随机变量 Z的均值为“0”、方差为

“1”；式（6）和式（7）分别被称为“标准正态分布的概

率密度函数”和“标准正态分布的累计分布函数”。

1. 2. 5 正态分布曲线下的面积与横坐标之间的关系

若 x~N（μ，σ２），则有式（4）成立，且有下面的诸

关系式成立：

P (μ - 1σ < x < μ + 1σ) =
P ( - 1 < Z < 1) = 68.3% (8)

P (μ - 1.960σ < x < μ + 1.960σ) =
P ( - 1.960 < Z < 1.960) = 95.0% (9)

P (μ - 2.576σ < x < μ + 2.576σ) =
P ( - 2.576 < Z < 2.576) = 99.0% (10)

上面的三个式子表明：标准正态分布随机变量

Z分别在区间［-1，1］、［-1. 960，1. 960］和［-2. 576，
2. 576］内取值的概率分别为 0. 683、0. 950和 0. 990。
即只要人们知道某个实际问题中“Z”的取值，就可

以近似知道Z在某个特定区间上取值的近似概率。

例如，在某个实际问题中，已知Z~N (0，1)且Z=2. 003，
若再做类似的重复试验，出现“Z>2. 0”或“Z<-2. 8”
的结果也是有可能的，据此，提出下面两个问题：

问题1：“Z>2. 0”的概率是多少？

问题2：“Z<-2. 8”的概率是多少？

【回答】对问题 1而言，依据式（9）可知：P（Z>
1. 960）<5%/2=2. 5%，故 P（Z>2. 0）<2. 5%；对第 2个
问题而言，依据式（10）可知：P（Z<-2. 576）<1%/2=
0. 5%，故P（Z<-2. 8）<0. 5%。

欲求出“P（Z>2. 0）”或“P（Z<-2. 8）”的精确数

值，必须利用式（6）和式（7）进行计算，因篇幅所限，

此处从略。

1. 3 Z检验的前提条件

Z检验的前提条件不便一概而论，取决于针对

不同实际问题所构造的“Z检验统计量”。就前面式

（1）而言，一般要求结果变量 x是定量的且近似服从

正态分布，样本含量 n不应过小，至少需为 30。其他

的“Z检验统计量”，其前提条件要视具体情况而定，

此处从略。
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1. 4 Z检验的适用场合

1. 4. 1 均值比较

服从正态分布计量资料且总体方差已知时两

算术均值比较、服从Poisson分布计数资料两均值比

较、服从偏态分布计量资料两平均秩比较的近似检

验和定量资料Meta分析中的效应指标（标准化均值

差）的比较，均可以运用Z检验。

1. 4. 2 率比较

两个一般率比较常用 χ2检验，但在一定条件

下，也可以运用 Z检验；在对两个率进行非劣效性

检验、等效性检验和优效性检验时，需要采用 Z

检验。

1. 4. 3 同类的一般统计量比较

例如：两个偏度系数的比较、两个峰度系数的

比较、两个Kappa（一致性）系数的比较和定性资料

Meta分析中的效应指标（如相对危险度）的比较。

需注意，这里所说的“两个”通常指：一个是一般统

计量来自未知总体，其取值是基于样本数据计算而

得，而另一个则属于一个已知总体中相应的数值，

即参数（如假定已知总体的偏度系数为 0、假定已知

总体的Kappa系数为0）。

1. 5 Z分位数的适用场合

设Z是一个服从标准正态分布的随机变量，则

标准正态分布曲线下横坐标上的任何一个刻度值

都叫做一个“Z分位数”。例如，Z0. 005=-2. 576、Z0. 025=
-1. 960、Z0. 5=0；或 Z0. 975=1. 960、Z0. 995=2. 576。 Z 的

下角标代表标准正态分布曲线下左侧尾端的面积

（本质上为“概率”）。在统计学上，常利用分位数

“Z0. 975=Z1-0. 05/2=1. 960”来构建服从正态分布的定量

资料总体均值双侧95%置信区间，见下式：

-x - 1.960 σ
n
< μ < -x + 1.960 σ

n
(11)

常利用分位数“Z0. 995=Z1-0. 01/2=2. 576”来构建服

从正态分布的定量资料总体均值双侧 99%置信区

间，见下式：

-x - 2.576 σ
n
< μ < -x + 2.576 σ

n
(12)

2 正态分布与其他概率分布之间的关系

2. 1 正态分布是 t分布的极限分布

设 t分布的概率密度函数为 t (x，n)，则它的表达

式如下［4-5］：

t (x，n) =
Γ ( )n + 1

2
nπ Γ ( )n2

(1 + x2n )
-( )n + 1 2

(13)

基于高等数学知识，可得下式：

lim
n → ∞ t (x，n) = 1

2π e
-12 x2 (14)

式（14）的含义是：在“n → ∞”的条件下，t分布

的概率密度函数的极限形式是标准正态分布概率

密度函数，基于此式，数学上就称为“正态分布是

t分布的极限分布”。

2. 2 正态分布是其他几种分布的极限分布

基于高等数学知识和中心极限定理知识等，可

推导出如下结果：正态分布是 χ2分布、F分布、二项

分布、Poisson分布的极限分布，为节省篇幅，公式

从略。

3 正态分布可用于某些其他概率分布的近

似计算

由前述可知，正态分布是 t分布、χ 2分布、F分

布、二项分布和Poisson分布的极限分布。故当涉及

前述 5种分布的概率密度函数（对连续型随机变量

而言）或概率函数（对离散型随机变量而言）或分布

函数的计算时，若直接计算的工作量很大，可考虑

利用正态分布进行近似计算。因篇幅所限，具体计

算方法从略。

4 讨论与小结

4. 1 讨论

正态分布不仅是Z检验的理论依据，也是 t检验

和方差分析的前提条件之一，还是线性统计模型的

建模依据（例如，要求模型的随机误差服从正态分

布，通常是直接转变为考察定量因变量是否服从正

态分布，若不符合正态性要求，可采取 Box-Cox变
换）［6］，甚至可以说，正态分布是经典统计学的根基

（例如，进行很多参数假设检验和区间估计时都要

求各组定量资料满足正态性、进行Pearson相关分析
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时要求两个定量变量满足双变量正态分布等，且许

多其他概率分布的极限分布都是正态分布）。由此

可知，无论是学习还是运用统计学，正态分布都是

不可忽视的重要知识点或统计基础。

4. 2 小结

本文介绍了“与Z检验有关的基本概念”“正态

分布与其他概率分布之间的关系”和“正态分布可

用于某些其他概率分布的近似计算”三部分内容。

第一部分详细地介绍了“Z检验的适用场合”，为研

究者合理选用Z检验奠定必要的基础。
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